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I numeri non hanno modo di parlare da soli. Noi parliamo per loro. Noi li
investiamo di significato... possiamo interpretarli in modi autoreferenziali che
sono distaccati dalla loro realtà oggettiva.
N. Silver, The Signal and the Noise: The Art and Science of Prediction,
Penguin Books, 2013.



Un fatto curioso
Dovete scegliere un ristorante e decidete di tenere conto dei giudizi espressi in
rete. Le alternative sono il “Ristorante Chiaravita” e il “Ristorante Anjèle”.
Entrambi hanno avuto 40 recensioni, e i giudizi favorevoli sono riportati nella
tabella seguente.

Rist. Chiaravita Rist. Anjèle
giudizi favorevoli degli uomini 18/36 = 50% 5/15 = 33, 333 · · ·%
giudizi favorevoli delle donne 4/4 = 100% 20/25 = 80%

Quindi il Ristorante Chiaravita ottiene percentuali di giudizi più favorevoli sia
tra gli uomini sia tra le donne.
Questione chiusa? Non esattamente, perché se consideriamo tutti i clienti, cioè
sommiamo i giudizi favorevoli (18 + 4 per Chiaravita e 5 + 20 per Anjèle),
otteniamo

Rist. Chiaravita Rist. Anjèle
giudizi favorevoli di tutti i clienti 22/40 = 55% 25/40 = 62, 5%

Dunque in questo caso vince Anjèle. Qualcosa non funziona?!?
È tutto corretto, ma siamo entrati nel Paradosso di Simpson.



Il paradosso di Simpson si verifica quando la tendenza di un gruppo di dati
aggregati è diversa dalla tendenza evidenziata dai dati non aggregati.
In questo caso abbiamo otto numeri interi positivi a, b, r , s, A,B,R,S che
soddisfano

a ≤ b, r ≤ s, A ≤ B, R ≤ S ,
a

b
<

A

B
,

r

s
<

R

S
, ma

a + r

b + s
>

A + R

B + S
.

Infatti abbiamo

18

36
>

5

15
,

4

4
>

20

25
, ma

18 + 4

36 + 4
<

5 + 20

15 + 25
, cioè

22

40
<

25

40
.



Rappresentiamo questi numeri sul piano cartesiano nel seguente modo.

(4,4)
(15,5)

(36,18)

(40,22)

(25,20)

(40,25)

Possiamo vedere la frazione 18/36 = ordinata
ascissa come il coefficiente angolare

della retta che collega l’origine con il punto di coordinate (36, 18), e 4/4 come
il coefficiente angolare della retta che collega l’origine con il punto di
coordinate (4, 4). Analogamente (18 + 4) / (36 + 4) è il coefficiente angolare
della retta che collega l’origine con il punto di coordinate
(36 + 4, 18 + 4) = (40, 22). Cioè con la somma dei vettori (36, 18) e (4, 4),
ottenuta attraverso la regola del parallelogrammo.



(4,4)
(15,5)

(36,18)
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La disuguaglianza 18/36 > 5/15 significa che la retta che collega l’origine con
il punto (36, 18) è più inclinata (nella figura precedente “sta sopra”) della retta
che collega l’origine con il punto (15, 5). In questo senso il Paradosso di
Simpson significa che il vettore (36, 18) è più inclinato del vettore (15, 5), il
vettore (4, 4) è più inclinato del vettore (25, 20), ma la somma
(36 + 4, 18 + 4) è meno inclinata della somma (25 + 15, 20 + 5).
Abbiamo cos̀ı una rappresentazione grafica del Paradosso di Simpson.



Quella che segue può sembrare la battuta di un comico, e tuttavia rappresenta
il problema che sorge di fronte al paradosso di Simpson.

Immaginiamo che un farmacista dica ad un genitore: “Per la malattia di suo
figlio vendiamo due medicine: Alfa e Beta. Se suo figlio ha almeno 8 anni le
consiglio Alfa, se ha meno di 8 anni le consiglio ancora Alfa; se però lei non sa
l’età di suo figlio, allora le consiglio Beta”.



Situazioni reali in cui è apparso il Paradosso di Simpson

L’esempio dei ristoranti è stato “inventato a tavolino” per presentare numeri
piccoli, quindi immediati da verificare, insieme ad una rappresentazione
cartesiana anch’essa facile da (disegnare e) verificare personalmente. Vediamo
ora tre esempi, presi dalla vita reale, in cui è apparso il Paradosso di Simpson.



Puntualità di voli
Quelli che seguono sono i numeri dei voli in orario e dei voli in ritardo per due
compagnie aeree (Alaska Airlines e America West Airlines) su cinque aeroporti
americani nel giugno 1991.

Alaska Airlines America West Airlines
in orario ritardo % ritardi in orario ritardo % ritardi

Los Angeles 497 62 11, 1% 694 117 14, 4%
Phoenix 221 12 5, 2% 4840 415 7, 9%
San Diego 212 20 8, 6% 383 65 14, 6%
San Francisco 503 102 16, 9% 320 129 28, 7%
Seattle 1841 305 14, 2% 201 61 23, 3%
Tot. aeroporti 3274 501 13, 3% 6438 787 10, 9%

Come si vede, in tutti e cinque gli aeroporti considerati Alaska Airlines ha
registrato percentuali di ritardo inferiori. Eppure, sommando i voli dei cinque
aeroporti, la percentuale di ritardi di Alaska Airlines è superiore a quella di
America West Airlines.



Discriminazione a Berkeley
Nel 1973 l’università di Berkeley fu uno dei primi atenei ad essere denunciato
per discriminazione di genere. Per l’ammissione al semestre autunnale di
quell’anno furono esaminate 12.763 domande di iscrizione (8442 ragazzi e
4321 ragazze) e le ammissioni suddivise per genere furono queste

ammesse/i respinte/i
ragazzi 3738 4704
ragazze 1494 2827

Quindi furono ammessi oltre il 44% dei maschi e meno del 35% delle femmine.
Di fronte a questa evidenza, l’università disaggregò i dati per capire quali
dipartimenti avevano contribuito a questa discrepanza.



Quelli che seguono sono i dati dei sei principali major (che indichiamo con
A,B,C,D,E,F).

ragazzi ragazze
# domande % ammessi # domande % ammessi

A 825 62% 108 82%
B 560 63% 25 68%
C 325 37% 593 34%
D 417 33% 375 35%
E 191 28% 393 24%
F 373 6% 341 7%

Qui la differenza di genere è ancora più marcata: risultano globalmente
ammessi circa il 45% dei maschi e il 30% delle femmine. Eppure in quattro
major la percentuale di ragazze ammesse è maggiore, mentre nei rimanenti due
il vantaggio dei maschi è contenuto. In altre parole, il dato disaggregato
sembra indicare nessuna discriminazione o addirittura una discriminazione
contro i maschi.



COVID-19 (2021)
Avvertenza. Quello che segue non è un consiglio medico. È solo un altro
esempio di paradosso di Simpson. I dati provengono dal Ministero della Salute
di Israele, e non sono stati aggiornati dopo agosto 2021.

A partire dall’inizio del 2020 la pandemia di COVID-19 ha colpito il mondo
intero e una ragionevole speranza di salvezza è iniziata solo quando sono stati
resi disponibili alcuni vaccini. Milioni di persone (per lo più nei paesi ricchi)
hanno avuto l’opportunità di essere vaccinate, ma sfortunatamente molte di
loro hanno rifiutato, spesso come conseguenza di disinformazione intenzionale
o di una non intenzionale interpretazione errata di fatti reali. Di seguito
vediamo due articoli tratti rispettivamente dal Corriere della Sera (18-19
agosto 2021) e dal Washington Post (21 agosto 2021).





Abbiamo qui un esempio di “interpretazione errata non intenzionale di fatti
reali”, riportato dallo statistico Jeffrey Morris nell’agosto 2021 e basato su dati
israeliani del 15 agosto 2021, secondo i quali si erano verificati, a causa del
COVID-19, 515 casi gravi, e 301 di essi (quindi il 58.5%) erano stati
precedentemente vaccinati con il vaccino Pfizer.
Allora molte persone sollevarono dubbi sull’efficacia del vaccino.
Mostriamo che questi dati non contraddicono i risultati eccellenti (almeno
quelli noti nel 2021, vedi sotto) sull’efficacia del vaccino Pfizer.

Per prima cosa, i numeri sopra riportati devono essere normalizzati. 1302912
persone non sono state vaccinate, mentre 5634634 persone sono state
vaccinate. Quindi abbiamo i seguenti rapporti:

214

1302912
≈ 16, 42

100000
non vaccinati hanno sviluppato la malattia grave,

301

5634634
≈ 5, 34

100000
vaccinati hanno sviluppato la malattia grave.



L’efficacia di un vaccino (VE ) è definita da

VE =

(
ARU − ARV

ARU
× 100

)
% ,

dove ARU (Attack rate of unvaccinated people) è il il quoziente tra il numero
dei nuovi casi e il numero di persone a rischio tra le persone non vaccinate,
mentre ARV è il quoziente tra il numero dei nuovi casi e il numero di persone
a rischio tra le persone vaccinate.
Se il vaccino non ha alcun effetto, allora ARU = ARV è l’efficacia è 0%.
Se il vaccino è molto efficace, allora ARV è decisamente più piccolo di ARU e
l’efficacia si avvicina al 100%.
Nel mondo reale i vaccini non sono mai completamente efficaci. Ci aspettiamo,
quindi, VE < 100%. Secondo vari studi disponibili nel 2021 l’efficacia del
vaccino Pfizer nel prevenire la malattia grave supera il 95%. Invece, secondo i
dati israeliani, l’efficacia del vaccino Pfizer sembra essere

VE =

(
16, 42− 5, 34

16.42
× 100

)
% ≈ 67, 48% ,

che non è molto.



Se però separiamo la popolazione secondo due livelli di età (≤ 50 e > 50)
troviamo un quadro diverso (per completezza va aggiunto che non sono stati
considerati i minori di età ≤ 12 anni e coloro che hanno ricevuto una sola dose
di vaccino), dove nuovamente vediamo il Paradosso di Simpson:

età non vacc. % vacc. %
malattia grave
(non vacc.)

malattia grave
(vacc.)

VE

≤ 50
1116834
23,3%

3501118
73%

43
1116834 ≈

3,9
100000

11
3501118 ≈

0,3
100000 92, 3%

> 50
186078
7,9%

2133516
90,4%

171
186078 ≈

91,9
100000

290
2133516 ≈

13,6
100000 85, 2%

tutti
1302912
18,2%

5634634
78,7%

214
1302912 ≈

16,4
100000

301
5634634 ≈

5,3
100000 67, 5%



Perché il paradosso
In termini matematici abbiamo capito cosa è successo, ma non abbiamo ancora
capito perché. Se però esaminiamo i quattro esempi di Paradosso di Simpson
visti in precedenza, notiamo qualche caratteristica comune.

Nel caso dei ristoranti i giudizi degli uomini appaiono più severi di quelli delle
donne (50% e 33, 33 · · ·% di giudizi positivi da parte degli uomini contro 100%
e 80% da parte delle donne). Nel risultato complessivo il Ristorante Chiaravita
è quindi svantaggiato dal fatto di avere avuto molti giudizi di uomini (36 su 40
giudizi), mentre Anjèle ha avuto solo 15 giudizi di uomini.



Nel caso dei ritardi nei voli notiamo che i ritardi erano legati anche
all’aeroporto di arrivo. A Phoenix i ritardi erano pochi (5, 2% per Alaska
Airlines e 7, 9% per America West Airlines), mentre a San Francisco e a
Seattle la percentuale di ritardi era molto alta (16, 9% e 14, 2% per Alaska
Airlines, contro 28, 7% e 23, 3% per America West Airlines).
Quindi nel “Totale” Alaska Airlines era penalizzata dal fatto di avere pochi voli
su Phoenix e molti voli su San Francisco e Seattle. La morale è che le
compagnie aeree possono decidere dove volare e come pianificare i loro voli,
ma una compagnia che sceglie di operare in modo estensivo presso aeroporti
difficili deve accettare le conseguenze di questa scelta.



Nel caso di Berkeley, la spiegazione è nel fatto che le ragazze tendevano ad
iscriversi ai major più selettivi, nei quali la percentuale di ammissioni era
inferiore, mentre i maschi si iscrivevano spesso a major in cui era più facile
essere ammessi.
Rivediamo infatti i dati.

ragazzi ragazze
# domande % ammessi # domande % ammessi

A 825 62% 108 82%
B 560 63% 25 68%
C 325 37% 593 34%
D 417 33% 375 35%
E 191 28% 393 24%
F 373 6% 341 7%



Nel caso del vaccino Pfizer osserviamo che il dato aggregato (214 casi gravi tra
i non vaccinati e 301 casi gravi tra i vaccinati) è stato largamente determinato
dalle persone più anziane, di età > 50. Le persone più anziane sono anche
quelle più a rischio, e sono quasi tutte vaccinate.
Ricordiamo che stiamo confrontando due scelte: vaccinarsi e non vaccinarsi.
Riteniamo che la vaccinazione sia la scelta migliore. La domanda è Di quanto
è migliore? Dobbiamo cioè calcolare - e capire - il VE . Se stratifichiamo
ulteriormente la popolazione secondo l’età otteniamo un quadro più chiaro, che
conferma sostanzialmente la performance (fino al 2021) del vaccino Pfizer:

età malattia grave
100000 (non vaccinati) malattia grave

100000 (vaccinati) VE
12-15 0.3 0 100%
16-19 1.6 0 100%
20-29 1.5 0 100%
30-39 6.2 0.2 96.8%
40-49 16.5 1 93.9%
50-59 40.2 2.9 92.8%
60-69 76.6 8.7 88.7%
70-79 190.1 19.8 89.6%
80-89 252.3 47.9 81.1%
90+ 510.9 38.6 92.4%



In tutti gli esempi visti il paradosso nasce dalla presenza, nei dati disaggregati,
di denominatori molto diversi tra loro. Ad esempio, nel caso dei ristoranti, 36
uomini contro 4 donne per Caravita, e 15 uomini contro 25 donne per Anjèle.
Vediamo quindi un problema di denominatori, non di percentuali. Cioè un
problema di frazioni, non di numeri razionali

Noi diciamo - giustamente - che

1

2
=

500

1000
,

cioè che 1/2 e 500/1000 rappresentano lo stesso numero razionale. Sono però
frazioni diverse: difficilmente una persona di buon senso direbbe che ottenere 1
caso positivo su 2 esperimenti è “la stessa cosa” che ottenere 500 casi positivi
su 1000 esperimenti.



Mostriamo che è possibile fare sparire il paradosso dall’esempio dei ristoranti
mantenendo le percentuali (ma cambiando i denominatori). Consideriamo
infatti questa nuova situazione, basata sempre su 40 giudizi.

Rist. Chiaravita Rist. Anjèle
giudizi positivi degli uomini 10/20 = 50% 5/15 = 33, 333 · · ·%
giudizi positivi delle donne 20/20 = 100% 20/25 = 80%

Allora, non essendo mutate le percentuali, il Ristorante Chiaravita continua ad
ottenere giudizi più favorevoli sia tra gli uomini sia tra le donne. Ora, però, se
consideriamo tutti i clienti otteniamo

Rist. Chiaravita Rist. Anjèle
giudizi positivi di tutti i clienti 30/40 = 75% 25/40 = 62, 5%

e qui il Paradosso di Simpson non si presenta.



La media aritmetica di due numeri razionali s e t è (s + t) /2 e non dipende
dal modo in cui scriviamo s e t come frazioni. All’opposto il risultato seguente
mostra che possiamo ottenere ogni media di Farey tra s e t, pur di scegliere
opportunamente il modo in cui scriviamo i numeri razionali s e t come frazioni.
Proposizione. Siano r = A/B e s = X/Y frazioni di interi positivi e
consideriamo qualsiasi numero razionale v tale che r < v < s. Allora esistono
due interi positivi p e q tali che v è uguale alla media di Farey delle frazioni
pA/pB (= r) e qX/qY (= s). Cioè

v =
pA + qX

pB + qY
.

Dimostrazione Scriviamo v = α/β. Allora v è la media di Farey di pA/pB e
qX/qY , con p = Xβ − Yα e q = Bα− Aβ.



Geometricamente questo significa che l’insieme delle pendenze delle rette che
collegano l’origine con i punti dell’insieme

{(pB + qY , pA + qX )}p,q∈N

è uguale all’insieme dei numeri razionali compresi tra A/B e X/Y . Questo
insieme è rappresentato dai punti evidenziati nella figura seguente.

In termini del Paradosso di Simpson questo significa che possiamo fissare le
percentuali dei dati disaggregati e (giocando con p e q) ottenere qualsiasi dato
aggregato desideriamo.



Definizione
La frazione

A + R

B + S
,

che abbiamo appena visto nel pradosso di Simpson, è detta media di Farey
delle due frazioni A/B e R/S .

Rispetto alla familiare (e importante) media aritmetica

1

2

(
A

B
+

R

S

)
=

AS + BR

2BS
,

la media di Farey si rivela utile nell’approssimazione diofantea, cioè
nell’approssimazione di numeri reali attraverso frazioni, possibilmente con
denominatori piccoli.

Sulla retta reale, sia la media aritmetica che la media di Farey sono comprese
tra A/B e R/S , ma osserviamo che il denominatore delle media di Farey di
A/B e R/S è la somma B + S , mentre il denominatore della loro media
aritmetica è il prodotto 2BS , che può essere molto più grande di B + S .



Approssimare numeri real con frazioni aventi denominatori non troppo
grandi

Sappiamo che per ogni numero reale esistono numeri razionali ad esso
arbitrariamente vicini. Ad esempio, il numero

π = 3, 14159 · · ·

è approssimato da 3, 1 = 31/10 a meno di 1/10, da 3, 14 = 314/100 a meno di
1/100, da 3, 141 = 3141/1000 a meno di 1/1000, e cos̀ı via. Possiamo però
ricordare che, ad esempio

22

7
= 3, 14285 · · ·

è una buona approssimazione di π, ottenuta con un denominatore abbastanza
piccolo. Infatti è meglio di 3, 14 = 314/100 = 157/50.

Vedremo tra poco come “trovare” 22/7 usando le medie di Farey.

Prima però riportiamo il più famoso risultato di approssimazione diofantea,
dimostrato da Dirichlet nel 1840.
Teorema. Per ogni numero irrazionale α esistono infinite frazioni p/n per
ciascuna delle quali ∣∣∣α− p

n

∣∣∣ < 1

n2
.



Successioni di Farey
Fissato un intero positivo n consideriamo l’insieme Fn (detto successione di
Farey n-esima) costituito dalle frazioni semplificate di denominatore ≤ n,
comprese tra 0 e 1, disposte in ordine crescente:

F1
0
1

1
1

F2
0
1

1
2

1
1

F3
0
1

1
3

1
2

2
3

1
1

F4
0
1

1
4

1
3

1
2

2
3

3
4

1
1

F5
0
1

1
5

1
4

1
3

2
5

1
2

3
5

2
3

3
4

4
5

1
1

F6
0
1

1
6

1
5

1
4

1
3

2
5

1
2

3
5

2
3

3
4

4
5

5
6

1
1

F7
0
1

1
7

1
6

1
5

1
4

2
7

1
3

2
5

3
7

1
2

4
7

3
5

2
3

5
7

3
4

4
5

5
6

6
7

1
1

È un modo per mettere un po’ di ordine tra le frazioni semplificate, cioè tra i
numeri razionali.



Si può dimostrare il seguente
Teorema. Siano h/k e h′/k ′ due termini consecutivi in una successione di
Farey. Allora la media di Farey

h + h′

k + k ′

è la frazione con minor denominatore, tra tutte quelle strettamente comprese
tra h/k e h′/k ′.

Ad esempio, in F7 troviamo le frazioni successive 4/7 e 3/5. Quindi la loro
media di Farey 7/12 è, tra tutte le frazioni comprese tra 4/7 e 3/5, quella con
il denominatore più piccolo. Cioè tra 4/7 e 3/5 non esiste alcuna frazione
avente per denominatore uno dei numeri 1, 2, 3, . . . , 10, 11.



Approssimazioni razionali esplicite
Supponiamo di volere approssimare π. Basta approssimare π − 3, e,
ovviamente, 0

1 < π − 3 < 1
1 . Confrontiamo π − 3 = 0, 14159 · · · con la media

di Farey di 0/1 e 1/1, cioè con 1/2. Otteniamo 0/1 < π − 3 < 1/2 < 1/1 e
scartiamo 1/1. Poi confrontiamo π − 3 con la media di Farey di 0/1 e 1/2,
cioè con 1/3. Otteniamo 0 < π − 3 < 1/3 < 1/2 e scartiamo 1/2. E cos̀ı via.
Scriviamo cos̀ı la tabella

media di Farey abbiamo scartiamo
0/1 1/1 1/2 0 < π − 3 < 1/2 < 1/1 1/1
0/1 1/2 1/3 0 < π − 3 < 1/3 < 1/2 1/2
0/1 1/3 1/4 0 < π − 3 < 1/4 < 1/3 1/3
0/1 1/4 1/5 0 < π − 3 < 1/5 < 1/4 1/4
0/1 1/5 1/6 0 < π − 3 < 1/6 < 1/5 1/5
0/1 1/6 1/7 0 < π − 3 < 1/7 < 1/6 1/6
0/1 1/7 1/8 0 < 1/8 < π − 3 < 1/7 0/1
1/8 1/7 2/15 1/8 < 2/15 < π − 3 < 1/7 1/8

Tra 2/15 = 0, 13333 · · · e 1/7 = 0, 14286 · · · , osserviamo che 1/7 è più vicina
a π − 3 = 0, 14159 · · · . Scegliamo quindi 1/7 come approssimazione di π − 3,
cioè 22/7 come approssimazione di π.



Come ulteriore esercizio cerchiamo una approssimazione p/n di
√
π, con n (e

quindi anche p) non troppo grande. Di nuovo, consideriamo
√
π − 1.

Con qualsiasi calcolatrice possiamo ottenere

√
π − 1 = 0, 77245 · · ·

ma non è quello che vogliamo, poiché

0, 77245 =
77245

100000
=

15449

20000

soddisfa∣∣√π − 1− 0.77245
∣∣ =

∣∣∣∣√π − 1− 15449

20000

∣∣∣∣ = 0.0000038 · · · < 1

200000
(1)

al costo di cinque cifre a denominatore. Cerchiamo una approssimazione
migliore.



Se guardiamo le prime successioni di Farey vediamo che

3

4
<
√
π − 1 <

4

5
, (2)

dove 3/4 e 4/5 sono consecutive nelle successioni di Farey FN con 5 ≤ N < 9.
Confrontiamo

√
π − 1 con la media di Farey 7/9 di 3/4 e 4/5. Otteniamo

3/4 <
√
π − 1 < 7/9 < 4/5 ,

e allora scartiamo 4/5. Poi confrontiamo
√
π − 1 con la media di Farey 10/13

di 3/4 e 7/9. Procedendo cos̀ı otteniamo la tabella seguente:



media di Farey abbiamo scartiamo
3/4 4/5 7/9 3/4 <

√
π − 1 < 7/9 < 4/5 4/5

3/4 7/9 10/13 3/4 < 10/13 <
√
π − 1 < 7/9 3/4

10/13 7/9 17/22 10/13 <
√
π − 1 < 17/22 < 7/9 7/9

10/13 17/22 27/35 10/13 < 27/35 <
√
π − 1 < 17/22 10/13

27/35 17/22 44/57 27/35 < 44/57 <
√
π − 1 < 17/22 27/35

44/57 17/22 61/79 44/57 < 61/79 <
√
π − 1 < 17/22 44/57

61/79 17/22 78/101 61/79 < 78/101 <
√
π − 1 < 17/22 61/79

78/101 17/22 95/123 78/101 < 95/123 <
√
π − 1 < 17/22 78/101

95/123 17/22 112/145 95/123 < 112/145 <
√
π − 1 < 17/22 95/123

112/145 17/22 129/167 112/145 <
√
π − 1 < 129/167 < 17/22 17/22

112/145 129/167 241/312 112/145 < 241/312 <
√
π − 1 < 129/167 112/145

241/312 129/167 370/479 241/312 < 370/479 <
√
π − 1 < 129/167 241/312

370/479 129/167 499/646 370/479 < 499/646 <
√
π − 1 < 129/167 370/499

499/646 129/167 628/813 499/646 < 628/813 <
√
π − 1 < 129/167 499/646

628/813 129/167 757/980 628/813 < 757/980 <
√
π − 1 < 129/167 628/813

757/980 129/167 886/1147 757/980 < 886/1147 <
√
π − 1 < 129/167 757/980

Quindi scegliamo l’approssimazione razionale del numero
√
π − 1 tra

886/1147 = 0, 7724498692 · · · e 129/167 = 0, 772455 0898 · · · . La migliore è
129/167 e abbiamo, al costo di un denominatore di tre sole cifre,∣∣∣∣√π − 1− 129

167

∣∣∣∣ = 0, 00000123 · · · < 1

800000
.



Numeri di Fibonacci e successioni di Farey
Il problema originale studiato da Fibonacci all’inizio del 1200 riguardava la
riproduzione dei conigli ed aveva la seguente forma.
Un certo uomo mette una coppia di conigli in un posto circondato su tutti i
lati da un muro. Quante coppie di conigli possono essere prodotte da quella
coppia in un anno, se si suppone che ogni mese ogni coppia genera una nuova
coppia, che dal secondo mese in avanti diventa produttiva?
Assumiamo dunque le seguenti ipotesi.

Un coniglio si riproduce per la prima volta dopo un mese dalla nascita e
successivamente ogni mese. Chiamiamo mature le coppie di conigli di età
non inferiore ad un mese.

La gestazione dura un mese, al termine del quale una femmina partorisce
un maschio e una femmina.

I conigli non muoiono.

Vediamo la situazione ad ogni mese (dove “mese” significa “inizio mese”).

Mese 1. C’è una coppia di conigli appena nati.
Mese 2. C’è una coppia matura.
Mese 3. Ci sono una coppia matura e una coppia appena nata.
Mese 4. Ci sono due coppie mature e una coppia appena nata.
Mese 5. Ci sono tre coppie mature e due coppie appena nate.
Mese 6. Ci sono cinque coppie mature e tre coppie appena nate.



A questo punto la legge è chiara. Nel mese n + 1 ci sono tutte le coppie del
mese n più tutte le coppie nate nel mese n + 1, e queste ultime sono tante
quante le coppie mature al mese n, che a loro volta sono tante quante le
coppie (senza aggettivi) al mese n − 1. Se indichiamo con Fn è il numero delle
coppie di conigli presenti al mese n otteniamo la legge{

F1 = F2 = 1
Fn+1 = Fn + Fn−1 se n > 2,

da cui

{Fn} = {F1,F2,F3,F4, . . .} = {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...}

In particolare, dopo un anno abbiamo F12 = 144 coppie di conigli.

Fn ammette una scrittura esplicita. Dimostriamo infatti il seguente
Teorema.

Fn =
1√
5

{(
1 +
√

5

2

)n

−

(
1−
√

5

2

)n}
.



Dimostrazione. Qui è conveniente premettere F0 = 0 alla successione di
Fibonacci. Dobbiamo quindi risolvere{

F0 = 0 , F1 = 1
Fn+1 = Fn + Fn−1 se n ≥ 2,

L’idea è di cercare una soluzione della forma Fn = kn (per il momento
dimentichiamo che Fn deve essere un intero positivo). Sostituendo otteniamo

kn+1 = kn + kn−1 .

Il caso k = 0 non ci interessa perché non soddisfa F1 = 1; allora, dividendo per
kn−1, studiamo

k2 = k + 1 ,

che ha soluzioni k =
(
1±
√

5
)
/2. Dunque

(
1 +
√

5/2
)n

e
((

1−
√

5
)
/2
)n

soddisfano l’equazione Fn+1 = Fn + Fn−1 :(
1 +
√

5

2

)n+1

=

(
1 +
√

5

2

)n

+

(
1 +
√

5

2

)n−1

(
1−
√

5

2

)n+1

=

(
1−
√

5

2

)n

+

(
1−
√

5

2

)n−1

.

Osserviamo però che
(
1 +
√

5/2
)n

e
((

1−
√

5
)
/2
)n

non soddisfano F1 = 1.



Possiamo moltiplicare per due costanti A,B arbitrarie e sommare, ottenendo

Fn = A

(
1 +
√

5

2

)n

+ B

(
1−
√

5

2

)n

,

che ancora soddisfa l’identità Fn+1 = Fn + Fn−1, comunque si scelgano A e B.
Ora ricordiamo che vogliamo F0 = 0, F1 = 1. Il sistema{

F0 = A + B = 0

F1 = A 1+
√
5

2 + B 1−
√
5

2 = 1

ha soluzione A = 1/
√

5, B = −1/
√

5, e da qui segue

Fn =
1√
5

{(
1 +
√

5

2

)n

−

(
1−
√

5

2

)n}
.

N.B. Questa scrittura di Fn non sembra un numero intero, ma deve esserlo (e

in effetti lo è), poiché la condizione{
F0 = 0 , F1 = 1
Fn+1 = Fn + Fn−1 se n ≥ 2,

è soddisfatta solo da numeri interi.



Il numero
(
1 +
√

5
)
/2 è chiamato sezione aurea ed è uguale al rapporto a/b

fra due numeri positivi soggetti alla condizione

a

b
=

a + b

a
.

Infatti, scrivendo a/b = x , la scrittura precedente diventa x = 1 + x−1, cioè

x2 − x − 1 = 0 ,

che ha
(
1 +
√

5
)
/2 come unica radice positiva.

a

a b

Nella figura precedente il rettangolo grande, i cui lati misurano a + b e a, è
simile al rettangolo a destra, ottenuto togliendo il quadrato di lato a.
Un rettangolo il cui rapporto tra i lati sia uguale alla sezione aurea è detto
Rettangolo Aureo, e non è difficile incontrarlo in varie manifestazioni della
natura e dell’arte.



Vediamo ora una connessione tra i numeri di Fibonacci e le medie di Farey. Per
questo scriviamo le frazioni di numeri di Fibonacci successivi:

1

1
,

1

2
,

2

3
,

3

5
,

5

8
,

8

13
,

13

21
,

21

34
,

34

55
,

55

89
,

89

144
,

144

233
, . . . .

Osserviamo che
Fn

Fn+1
=

Fn−1 + Fn−2

Fn + Fn−1
,

cioè Fn/Fn+1 è la media di Farey delle due frazioni Fn−2/Fn−1 e Fn−1/Fn che
la precedono.



Gerrymandering

Nella seconda parte di questo seminario mostriamo un altro famoso fenomeno
dove dati aggregati e dati disaggregati possono non andare d’accordo.

Il termine (partisan) gerrymandering si riferisce alla manipolazione di distretti
elettorali allo scopo di avvantaggiare un partito politico.
Il gerrymandering è un problema particolarmente serio riguardo all’elezione
della Camera dei Rappresentanti degli Stati Uniti (cioè la camera bassa del
Congresso), per la quale devono essere eletti 435 membri.
Stiamo parlando di un sistema elettorale maggioritario, nel quale il paese è
diviso in distretti elettorali, ciascuno dei quali elegge a maggioranza un
rappresentante, che dovrebbe agire a nome e nell’interesse del distretto che lo
ha eletto.



Come esempio, assumiamo che il paese abbia 50 votanti, di cui 30 fedeli al
Partito Quadrato e 20 fedeli al Partito Rotondo. Supponiamo che tutti votino
e che il paese debba essere diviso in 5 distretti elettorali, con 10 elettori
ciascuno.
In un sistema elettorale proporzionale il Partito Quadrato avrebbe il 60% dei
voti (dunque 3 rappresentanti) e il Partito Rotondo avrebbe il 40%. Nella
figura seguente vediamo a confronto i risultati di tre diverse scelte della
suddivisione del paese in 5 distretti.



Nel Piano 1 ogni partito ha la percentuale di rappresentanti (3 per il Partito
Quadrato e 2 per il Partito Rotondo) uguale alla sua percentuale di voti.

Il Piano 2 è il “sogno del Partito Quadrato”, che ottiene tutti e 5 i
rappresentanti.

Il Piano 3 è il “colpaccio del Partito Rotondo”, che ottiene 3 rappresentanti e
ha quindi, contro tutte le aspettative, la maggioranza nel paese.

Il Piano 2 e il Piano 3 sono esempi (con esiti opposti) di
gerrymandering.



La tentazione del gerrymandering appare nel momento in cui le autorità devono
ridefinire i confini dei distretti elettorali (negli Stati Uniti questo avviene ogni
10 anni, dopo il censimento, con regole che variano da stato a stato).
Supponiamo che per le prossime elezioni sia prevista una distribuzione di voti
quadrati e rotondi localizzata come nella figura precedente. Se al governo si
trova il Partito Quadrato, sarà tentato di suddividere i distretti elettorali come
nel Piano 2, mentre se al governo si trova il Partito Rotondo, la tentazione del
Piano 3 sarà forte.

L’obiettivo del gerrymandering è sprecare i voti del partito avversario. Questo
può essere fatto in due modi.

convogliando i voti del partito avversario in inutili
“supermaggioranze”, vedi i due distretti a sinistra nel Piano 3.
sprecando i voti del partito avversario su candidati perdenti, vedi i
cinque distretti nel Piano 2 e i tre distretti a destra nel Piano 3.



La nascita del termine “gerrymandering” risale al 1812, quando il Boston
Gazette pubblicò una vignetta che mostrava con una rappresentazione
suggestiva i contorni contorti di un distretto elettorale del Massachusetts,
riprodotti nella figura seguente.

In questi contorni si vedeva, con un po’ di fantasia, la forma di un mostro o di
una salamandra (salamander in inglese), e poiché erano stati approvati dal
governatore Elbridge Gerry, nacque il termine gerry-mander.



Nel 2019 la Corte Suprema degli Stati Uniti ha stabilito che la Corte non ha il
diritto di intervenire sul problema del gerrymandering, pur dichiarando che la
pratica del gerrymandering è incompatibile con i principi democratici. Il
problema deve quindi essere affrontato all’interno dei singoli stati.

La Corte era chiamata a pronunciarsi su due opposti ricorsi per gerrymandering:
nel primo i querelanti erano cittadini del North Carolina e denunciavano
discriminazioni contro il Partito Democratico, nel secondo venivano denunciate
discriminazioni contro il Partito Repubblicano nel Maryland.



È interessante leggere la presentazione dei due casi nella sentenza della Corte
Suprema.

Nel caso del North Carolina si legge:
I legislatori Repubblicani hanno istruito i loro cartografi nell’usare i dati

politici per ottenere una mappa che producesse una delegazione congressuale
di 10 Repubblicani e 3 Democratici. ... Come dichiarato da uno dei due
Repubblicani che controllavano la commissione: “Io penso che eleggere i
Repubblicani sia meglio che eleggere i Democratici. Quindi ho disegnato la
mappa per contribuire a promuovere ciò che credo meglio per il paese”.

Nel caso del Maryland si legge:
L’allora Governatore Martin O’Malley ... ha testimoniato che il suo scopo era
“usare la ridisegnazione dei distretti per cambiare la composizione complessiva
della delegazione congressuale del Maryland in 7 Democratici e 1
Repubblicano, modificando un distretto. Si decise di agire sul Sesto [Distretto],
che era stato tenuto dai Repubblicani per quasi due decadi. ... Il piano del
2011 si realizzò spostando circa 360.000 votanti fuori dal Sesto Distretto e
inserendone 350.000 nuovi.”



La forma del distretto elettorale del Massachusetts che ha segnato
negativamente la memoria di Elbridge Gerry sembra meno grave di alcune
suddivisioni di distretti viste in tempi recenti, ad opera di entrambi i partiti.
La figura seguente mostra le mappe di alcuni distretti elettorali, negli Stati
Uniti, che sembrano casi moderni di gerrymandering, evidenziati in un articolo
del Washington Post del 2014.



Nell’articolo del Washington Post leggiamo:
La compattezza di un distretto – una misura di quanto irregolare è la sua
forma, determinata dal quoziente tra l’area del distretto e l’area di un disco
con lo stesso perimetro (N.B. Questa non è la definizione di compattezza in
Matematica) – può essere un’utile indicazione di quanto [la forma di] quel
distretto è frutto di gerrymandering. I distretti che hanno una forma
generalmente regolare tendono ad essere compatti, mentre quelli che hanno
molti “ghirigori”, diramazioni e protuberanze tentacolari hanno un risultato
scadente, secondo questa misurazione.

Questo commento del Washington Post sulla compattezza, forse un po’
ottimistico, pone la domanda su eventuali condizioni geometriche che
permettano di definire a priori il gerrymandering.



Individuare con criteri geometrici il gerrymandering “intenzionale” non sembra
però facile.
Infatti il gerrymandering non è necessariamente associato a “forme strane”.

Si possono sostanzialmente costruire situazioni di gerrymandering anche
separando i distretti attraverso poche rette, creando cioè dei distretti che siano
sostanzialmente dei poligoni convessi (quindi niente salamandre). Dimostriamo
infatti la proposizione seguente.



Proposizione. Siano n < r interi positivi e poniamo 8n quadrati piccoli e 8r
quadrati grandi in un poligono convesso B, in modo che nessuna retta tocchi
tre quadrati. Allora è possibile suddividere B in otto poligoni convessi in
ciascuno dei quali il numero dei quadrati grandi è maggiore del numero dei
quadrati piccoli (e quindi si crea una situazione di gerrymandering simile a
quella del Piano 2).
In altre parole, supponiamo che i quadrati piccoli siano gli elettori del Partito
QP, e i quadrati grandi siano gli elettori del Partito QG . Allora è possibile
suddividere il poligono B, che rappresenta il paese, in otto poligoni convessi in
modo che i quadrati piccoli e grandi si suddividano proporzionalmente, dando
cos̀ı al partito QG la vittoria in tutti i distretti.



Dimostrazione. Tracciamo due rette parallele: la retta più spessa separa
l’insieme dei quadrati grandi a metà, la retta più sottile separa l’insieme dei
quadrati piccoli a metà.

Se le due rette non coincidono, iniziamo a ruotarle (ad esempio in senso
orario), mantenendole parallele e chiedendo che ciascuna di esse separi sempre
a metà il suo insieme di quadrati. Dopo una rotazione di 180o ciascuna retta
torna sostanzialmente nella sua posizione originaria. Poiché hanno fatto solo
mezzo giro, ad un certo punto le due rette parallele devono essersi sovrapposte.
Quindi esiste una retta che separa a metà sia i quadrati grandi, sia i quadrati
piccoli. Chiamiamo B1 and B2 i due poligoni in cui questa retta ha suddiviso
B. Ciascuno di essi contiene 4n quadrati piccoli e 4r quadrati grandi.
Ripetiamo la costruzione precedente e suddividiamo B1 and B2 in poligoni più
piccoli, contenenti ciascuno 2n quadrati piccoli e 2r quadrati grandi. Ancora
un passo (analogo ai precedenti) e la dimostrazione è terminata.



Il gerrymandering non sembra quindi ridursi ad un problema geometrico, e
richiede la collaborazione di matematici, statistici, avvocati, scienziati della
politica, e informatici.

Accenniamo ora a due dei tentativi di definire (e quindi riconoscere) a priori il
gerrymandering.



Divario di efficienza
Contiamo per ciascun partito il numero totale dei voti “inutili”, cioè dei voti
dati in distretti in cui ha vinto l’altro candidato, oppure, quando ha vinto il
proprio candidato, dei voti oltre il 50% dei voti +1.
L’idea è che in una situazione equa i due partiti ottengano sostanzialmente lo
stesso numero di voti inutili. Calcoliamo quindi la differenza di voti inutili tra i
due partiti (o meglio, la sua percentuale).
Nel caso della figura vista all’inizio

il Partito Quadrato ha divario di efficienza +8% nel Piano 1 (poiché i Quadrati
sprecano 12 voti, i Rotondi ne sprecano 8, quindi la differenza è 4 su 50, cioè
8%), −40% nel Piano 2, e +32% nel Piano 3 (un divario di efficienza
fortemente negativo, come nel Piano 2, significa che è stato il Partito Rotondo
a sprecare molti voti, ed è quindi un vantaggio per il Partito Quadrato).



Campionamento di insieme
Un approccio diverso, molto più complesso, ma più “ritagliato” sul singolo
stato, è dato dal campionamento di insieme.
L’idea è di considerare tutte le possibili suddivisioni in distretti aventi un
numero sostanzialmente uguale di elettori e soddisfacenti le condizioni
specifiche dello stato. Il numero di queste suddivisioni è enorme, di fatto
intrattabile. Poi si estrae in modo casuale un numero elevato, ma trattabile, di
configurazioni dei distretti, ad esempio qualche decina di migliaia (l’estrazione
casuale delle mappe è la parte più difficile). Successivamente si calcola il
risultato delle elezioni conseguente a ciascuno di questi campionamenti, si fa
una media e si confronta il risultato elettorale che sarebbe stato ottenuto sui
campionamenti con il risultato reale. In questo modo l’eventuale
gerrymandering dovrebbe essere evidenziato dal confronto con designazioni
casuali dei distretti elettorali, non motivate da interessi di parte.

Qui, come spesso accade in matematica, il problema è dunque trovare una
definizione accettabile di una famiglia di oggetti che già vediamo (i distretti
oggetto di gerrymandering).
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