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INTRODUZIONE

Matematica è un corso di laurea che può dare grandi soddisfazioni, sia dal
punto di vista culturale, sia per i suoi sbocchi lavorativi.

Molte persone che si iscrivono a Matematica incontrano però serie diffi-
coltà e forse non è vero che tutti gli studenti in possesso di un diploma di
Maturità hanno le capacità necessarie per affrontare un corso di studi uni-
versitario come Matematica. Può quindi essere utile avere uno strumento
in più per valutare la propria attitudine e la propria preparazione per que-
sto corso di laurea. D’altra parte vediamo che molti tra gli studenti che
in seguito abbandonano questo corso di laurea avrebbero potuto “salvarsi”
attraverso un lavoro specifico iniziato alcuni mesi prima della partenza dei
corsi universitari.

Queste pagine costituiscono uno strumento di valutazione e in-
troducono a questo lavoro. Ti chiediamo quindi di dare il credito,
l’attenzione e il tempo necessari.

Le difficoltà a cui abbiamo accennato sono spesso riconducibili a due
carenze, che è utile distinguere.

1. Prerequisiti. Lo studio della matematica è organizzato in un per-
corso che dalla Scuola Primaria fino all’Università procede sequenzialmente,
in modo ben più marcato che in altre discipline. Ne segue che un eventuale
“periodo di difficoltà” nello studio della matematica, in qualunque fase del
percorso scolastico, comporta successivamente una “debolezza sui prerequi-
siti” che non è sempre facile risolvere in seguito. Di quali prerequisiti stiamo
parlando? Chiariamo che non è necessario avere già studiato Analisi Mate-
matica, ma assumiamo che le nostre matricole abbiano una buona familiarità
con la teoria e gli esercizi di Geometria Euclidea, Algebra, Geometria Ana-
litica e Trigonometria. Queste pagine costituiscono anche un Syllabus delle
conoscenze necessarie.

2. Linguaggio e metodo di studio. D’altra parte, se molti studenti
incontrano difficoltà nello studio della matematica, questo si deve anche (e a
volte soprattutto) al particolare metodo di studio che la matematica richiede
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di sviluppare. Ogni studente sa che studiare un libro di matematica è difficile,
ed è inutile leggerlo distrattamente. Non è però solo un problema di atten-
zione o impegno intellettuale, questi li richiedono anche testi di medicina o
diritto. C’è una “differenza” nei testi di matematica: bisogna comprendere la
necessità di un linguaggio preciso e saperlo utilizzare, familiarizzarsi con gli
strumenti logici ed il simbolismo matematico, comprendere le giustificazioni
dei risultati (esercizi, teoremi, tecniche di calcolo) verificandone i passaggi,
esemplificandole e riutilizzandole in situazioni analoghe. In sintesi: fare pro-
pria una certa forma mentale che privilegi sistematicamente il ragionamento
rispetto alla memorizzazione e all’applicazione di schemi meccanici.

Ora ti proponiamo alcuni esercizi, divisi per argomento.

Non è una preparazione al “Test di ingresso”

(cioè la Valutazione della Preparazione Iniziale), ma vuole essere uno stru-
mento per

1. permetterti di valutare la tua attitudine, il tuo interesse e la
tua preparazione;

2. evidenziare le conoscenze necessarie per iniziare a seguire sen-
za difficoltà le lezioni;

3. rilevare per tempo eventuali tue lacune o difficoltà e darti, se
necessarie, le indicazioni per superarle prima dell’inizio delle
lezioni universitarie.

Non ha importanza quanto tempo impiegherai per risolvere questi eser-
cizi. Anzi, ti suggeriamo di affrontarli consultando, quando lo ritieni utile, i
tuoi testi della Scuola Superiore. Successivamente confronta le tue soluzioni
(che ti incoraggiamo a preparare sempre in forma scritta) con le soluzio-
ni al termine di queste pagine, tenendo conto del fatto che alcuni esercizi
possono ammettere diverse soluzioni corrette, non tutte indicate in questo
testo. Per gli argomenti nei quali ti rendi conto di avere risposto in mo-
do seriamente errato o comunque insoddisfacente, ti chiediamo di seguire le
indicazioni relative, iniziando subito il lavoro che ti viene proposto. In par-
ticolare ti invitiamo a parlarne con il tuo docente di Matematica e seguire le
sue indicazioni al riguardo. Può inoltre essere utile consultare i riferimenti
bibliografici suggeriti alla fine di ogni capitolo.
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1.1 Numeri

Esercizio 1.1.1 Ricordiamo che 3, 14 < π < 3, 15.
(i) Scrivere 3, 14 e 3, 15 come frazioni semplificate.
(ii) Determinare due interi positivi m e n tali che

3, 15− m

n
=

m

n
− 3, 14 .

(iii) Dimostrare che

3, 14 <
22

7
< 3, 15 .

(iv) Dimostrare che nessuna frazione semplificata con denominatore
positivo e minore di 7 è strettamente compresa tra 3, 14 e 3, 15.

(v) Dimostrare che esistono due frazioni con denominatore uguale a
250 comprese tra 3, 14 e 3, 15.

(vi) Dimostrare che ∣∣∣∣227 − π

∣∣∣∣ < 1

100
.

Esercizio 1.1.2 Consideriamo le frazioni m/n con m, n interi positivi, m <
n e mcd(m,n) = 1. Le chiamiamo frazioni semplificate (di ordine ≤ n).

(i) Scrivere due frazioni semplificate a/b e c/d diverse e tali che

|a/b− c/d| < 1/100 .

(ii) Siano a/b e c/d due frazioni semplificate di numeri interi positivi,
con a/b < c/d. Mostrare che

a

b
<

a+ c

b+ d
<

c

d
.

(iii) Siano Siano a/b e c/d due frazioni di numeri interi positivi, con
a/b < c/d e b ̸= d. Mostrare che

a+ c

b+ d
̸= 1

2

(a
b
+

c

d

)
.

(iv) Scrivere in ordine crescente le frazioni semplificate di ordine ≤ 5.
(v) Determinare la distanza massima e la distanza distanza minima

tra due frazioni semplificate di ordine ≤ 5, consecutive.
(vi) Quante sono le frazioni semplificate di ordine ≤ 7?
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Esercizio 1.1.3 Siano a, b due numeri interi positivi. Quali delle seguenti
affermazioni sono corrette?

(i) Se il loro prodotto ab è multiplo di 12, allora a e b numeri non
possono essere entrambi pari.

(ii) Se a ≥ 2 e b ≥ 2, allora a e b non possono dividere ab+ 1.

(iii) Se a è pari e b è dispari, allora a2 + b2 è dispari.

(iv) Se a2 + b2 è pari, allora a e b sono pari.

(v) Se a è pari e b è un multiplo di 5, allora a2 + b2 è un multiplo di
100.

(vi) Se a diviso per 4 dà resto 3 e b diviso per 4 dà resto 3, allora ab
diviso per 4 dà resto 1.

Esercizio 1.1.4 Sia

{1, 4, 9, 16, 25, 36, . . .}

l’insieme dei quadrati perfetti

(i) È vero che il prodotto di due quadrati perfetti è sempre un quadrato
perfetto?

(ii) È vero che la somma di due quadrati perfetti è sempre un quadrato
perfetto?

(iii) È vero che la somma di due quadrati perfetti non è mai un
quadrato perfetto?

(iv) È vero che esistono due quadrati perfetti consecutivi m2 e (m+1)2

la cui distanza è maggiore di 1000?

(v) È vero che la radice quadrata di un quadrato perfetto non è mai
un quadrato perfetto?

(vi) Quanti sono i quadrati perfetti minori od uguali a 1000000?

Esercizio 1.1.5 Siano r ed s numeri irrazionali.

(i) È vero che il loro prodotto rs è sempre un numero irrazionale?

(ii) È vero che il loro prodotto rs non è mai un numero irrazionale?

(iii) È vero che la loro somma r+s è sempre un numero irrazionale?

(iv) È vero che la loro somma r+s non è mai un numero irrazionale?

(v) Determinare un numero irrazionale positivo e minore di 1/1000.

(vi) Determinare un numero irrazionale il cui quadrato sia ancora
un numero irrazionale.
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Se ritieni di non avere risolto in modo soddisfacente gli esercizi di questo
capitolo ti suggeriamo di studiare il capitolo 1 del libro Precalculus di M.
Bramanti (Ed. Progetto Leonardo, 2007), oppure di parlarne con il tuo
docente di Matematica e seguire le sue indicazioni al riguardo.
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1.2 Piano Cartesiano: rette, parabole e cir-

conferenze

Esercizio 1.2.1 (i) Tracciare su un foglio a quadretti i grafici delle due
rette x − 3y = 0 e x + y = 12. Usare solo il disegno per determinare le
coordinate del loro punto di intersezione.

(ii) Determinare nuovamente il punto di intersezione risolvendo il
sistema costituito dalle due equazioni precedenti.

(iii) Calcolare l’area del triangolo che ha per vertici il punto (0, 5), il
punto (−1, 13) e il precedente punto di intersezione.

(iv) Determinare l’equazione della parabola y = p (x) che passa per il
punto (0, 5), il punto (−1, 13) e il precedente punto di intersezione. Risolvere
la disequazione p (x) ≥ x/3.

(v) Data la precedente parabola p (x), determinare i valori di a > 0
per i quali non esiste una retta passante per il punto (a, 2a) e tangente al
grafico di p (x).

(vi) Risolvere la disequazione (p (x)− 5) (p (x) + 45) > 0.

Esercizio 1.2.2 Quali delle seguenti rette, nel piano cartesiano, passano per
almeno due punti aventi per coordinate numeri interi?

(i) y = 2x+ 1 .
(ii) y = 2

3
x+ 1 .

(iii) y =
√
2x .

(iv) y = −10
11
x+ 17

12
.

(v)
√
2x+

√
2y = 2 .

(vi) la retta passante per i punti
(√

2,
√
2 + 1

)
e
(
−
√
3− 1,−

√
3
)
.

Esercizio 1.2.3 (i) Determinare tre numeri reali a, b e c tali che

2x2 − 3x+ 1 = a (x− b)2 + c .

(ii) Risolvere la disequazione 2x2 − 3x+ 1 > 5.
(iii) Risolvere la disequazione 2x2 − 3x+ 1 ≤ x2 + x+ 3.
(iv) Determinare le eventuali intersezioni dei grafici delle due para-

bole y = 2x2 − 3x+ 1 e y = x2 + x+ 1.
(v) Determinare le equazioni delle eventuali rette passanti per l’origi-

ne e tangenti al grafico della parabola y = 2x2 − 3x+ 1.
(vi) Determinare l’equazione di una parabola il cui grafico non abbia

punti in comune con il grafico della parabola y = 2x2 − 3x+ 1.
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Esercizio 1.2.4 Consideriamo parabole della forma y = αx2 + βx+ γ, con
α ̸= 0.

(i) Scrivere, se esiste, l’equazione di una parabola il cui grafico passa
per i punti (0, 0), (1, 1) e (2, 2).

(ii) Scrivere, se esiste l’equazione di una parabola il cui grafico passi
per i punti (0, 0), (4, 5) e (1, 2).

(iii) Determinare tutte le parabole che ammetto la retta x = 1 come
asse di simmetria.

(iv) Determinare tutte le parabole che ammetto il punto (1, 1) come
vertice.

(v) Determinare, al variare di α ∈ R, il numero di soluzioni del
sistema {

y = x2 − 3x+ 2
x+ y = α

.

(vi) Determinare graficamente, al variare di α ∈ R, il numero di
soluzioni del sistema {

y = x2 − 3x+ 2
|x|+ y = α

.

Esercizio 1.2.5 (i) Nel piano cartesiano sia C1 la circonferenza di cen-
tro (0, 1) e raggio 1, e sia C2 la circonferenza di centro (0, 2) e raggio 2. Sia
r una retta passante per l’origine O e siano P e Q le altre intersezioni di r
con C1 e C2 rispettivamente. Calcolare, in funzione dell’angolo che la retta r
forma con l’asse positivo delle ascisse, la lunghezza |PQ| del segmento PQ.

(ii) Calcolare l’area della parte di piano racchiusa tra le due circon-
ferenze del punto (i).

(iii) Determinare l’equazione della circonferenza con centro in (1, 1)
e passante per il punto (0, 2).

(iv) Determinare l’equazione di almeno una circonferenza avente
il centro sulla retta y = x e tangente esternamente alla circonferenza di
equazione x2 + y2 = 1.

(v) Determinare, al variare di α ∈ R, il numero di intersezioni della
retta di equazione y = αx con la circonferenza di centro (2, 0) e raggio 1.

(vi) Determinare il punto della circonferenza di centro (2, 0) e raggio
1 per il quale sia massima la somma delle coordinate.

Se ritieni di non avere risolto in modo soddisfacente gli esercizi di questo
capitolo ti suggeriamo di studiare i capitoli 2,3,4,5,6 del libro Precalculus di
M. Bramanti (Ed. Progetto Leonardo, 2007), oppure di parlarne con il tuo
docente di Matematica e seguire le sue indicazioni al riguardo.
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1.3 Polinomi e funzioni razionali

Esercizio 1.3.1 Siano A (x) = x4 + x2 + 1 e B (x) = x2 − 1.
(i) Calcolare il prodotto A (x)B (x).
(ii) Verificare che A (x) non ha radici reali e determinare due polino-

mi di secondo grado S (x) e T (x) tali che A (x) = S (x)T (x).
(iii) Dividere A (x) per B (x), cioè determinare i due polinomi Q (x)

e R (x) tali che
A (x) = B (x)Q (x) +R (x) ,

con grado (R (x)) < grado (B (x)).
(iv) Risolvere la disequazione A (x) > B (x).
(v) Calcolare

A (x)

B (x)
− B (x)

A (x)
.

(vi) Risolvere la disequazione

A (x)

B (x)
>

B (x)

A (x)
.

Esercizio 1.3.2 Siano x > 0 e y < 0. Quali delle seguenti disuguaglianze
sono sempre verificate?

(i) xy < x+ y.
(ii) − xy < x+ y.
(iii) xy < x2 + y2.
(iv) − xy < x2 + y2.
(v) xy < x3 + y3.
(vi) − xy < x3 + y3.

Esercizio 1.3.3 Siano a ̸= 0 e b numeri reali. L’espressione

a+
b

a+ b
a+b/a

è uguale a quali (eventualmente nessuna, una, più di una) delle seguenti
espressioni?

(i)
a2 + 2b

a
− b

a
− b2

a

1

a2 + 2b
.
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(ii)
a2 + 2b

a
.

(iii)
a4 + 3a2b+ b2

a3 + 2ab
.

(iv)

(a2 + 2b)
2

a
.

(v) (
a2 + b

a+ 2b

)2

.

(vi)
a4 + 2a2b+ b2

a3 + 2ab
.

Esercizio 1.3.4 Quali delle seguenti equazioni sono prive di radici negative?
(i) x2 − 2517x+ 3415 = 0.
(ii) x4 − 2517x2 − 3415 = 0.
(iii) x6 − 2517x3 − 3415 = 0.
(iv) x9 + x7 + 18x3 − 1 = 0
(v) x4 − 4 = 0.
(vi) x3 − 2x2 + 5x = 0.

Esercizio 1.3.5 2 Siano x e y due numeri reali. Indicare, tra le seguenti,
le deduzioni corrette.

(i) Se x2 = y2, allora x = y.
(ii) Se x2 − y2 = 1, allora x− y = 1.
(iii) Se x2 − y2 = x+ y, allora x = y.
(iv) Se xy2 + x = y2 + 1, allora x = 1, qualsiasi sia y.

(v) Se x2+y2+1
x2+1

= x2+1
x2+y2+1

, allora y = 0, qualsiasi sia x.

(vi) x4 − 3x2 + 2 < 0 ⇐⇒ x ∈
(
−
√
2,−1

)
∪
(
1,
√
2
)
.

Se ritieni di non avere risolto in modo soddisfacente gli esercizi di questo
capitolo ti suggeriamo di studiare il capitolo 6 del libro Precalculus di M.
Bramanti (Ed. Progetto Leonardo, 2007), oppure di parlarne con il tuo
docente di Matematica e seguire le sue indicazioni al riguardo.
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1.4 Potenze, esponenziali, logaritmi, funzioni

trigonometriche

Esercizio 1.4.1 (i) È vero che

23/2 · 22/3 > 4 ?

(ii) È vero che
5
√
24 · 43 =

√
2 ?

(iii) È vero che

2 · 22 · 23 · 24 · 25 = 215 ?

(iv) È vero che

log2
(
34
)
+ log2

(
3−4
)
= 1 ?

(v) È vero che
log10 (2)

log2 (10)
< 1 ?

(vi) È vero che

tan (π/4) = 2 cos (π/3) ?

Esercizio 1.4.2 Risolvere le seguenti disuguaglianze.
(i)

√
x+ 1 >

√
2x+ 3.

(ii)
√

x+1
x−1

<
√
x+ 2.

(iii)
√
x2 − 3x+ 2 ≥ 2x− 5.

(iv)
√
x2 − 1 < 3

√
x3 − 1.

(v) log8 (x) + 1 ≥ 10 log2 (x) .
(vi) sin2 (x)− cos (x) < 1.

Esercizio 1.4.3 .
(i) È vero che se −π/2 < α < π/2, allora

cos2 (α)
(
1 + tan2(α)

)
= 1 ?
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(ii) È vero che se 0 < α < π/2, allora

0 < tan (α) <
1

cosα
?

(iii) È vero che per ogni 0 ≤ α ≤ π/4 si ha

sin (α) ≤ cos (α) ?

(iv) È vero che per ogni α compreso tra 0 e π/2 si ha

sin (α) =
2 tan (α/2)

1 + tan2 (α/2)
?

(v) È vero che se 0 < α < π/2, allora

tan (α) tan
(π
2
− α

)
= 1 ?

(vi) È vero che

tan
(π
6

)
=

1√
3

?

Esercizio 1.4.4 Quali delle seguenti equazioni ammettono soluzioni reali?
(i) 4x − 2x+1 + 1 = 0.
(ii) 4x + 3 · 2x + 2 = 0.
(iii) log10 (x) = 7.
(iv) (log10 (x))

2 − 5 log10 (x) + 4 = 0.
(v) log2 (cos (x)) = −1/2.
(vi) cos (x) + sin (x) = 2

Esercizio 1.4.5 Determinare le soluzioni delle seguenti equazioni o sistemi
di equazioni.

(i) {
2 log10 (x) + log10 (y) = 1
log10 (x)− 2 log10 (y) = 0

.

(ii)
2x − 2−x = 2 .

(iii)
log10 (x) = 1− x .
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(iv) {
log6 (x+ y) = 1
log2 (xy) = 0

.

(v)
sin4 (x) + cos2 (x) = 1 .

(vi) {
x+ y = π
sin (x) + sin (y) = 1

.

Se ritieni di non avere risolto in modo soddisfacente gli esercizi di questo
capitolo ti suggeriamo di studiare i capitoli 8, 9 e 12 del libro Precalculus di
M. Bramanti (Ed. Progetto Leonardo, 2007), oppure di parlarne con il tuo
docente di Matematica e seguire le sue indicazioni al riguardo.
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1.5 Insiemi

Esercizio 1.5.1 Siano A1, A2, . . . sottoinsiemi di un insieme assegnato B.
(i) Se A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ . . . ⊆ An, è vero che

n⋂
k=1

Ak = A1 ?

(ii) È vero che (
5⋃

n=1

An

)⋂(
8⋃

n=3

An

)
⊇ A4 ?

(iii) È vero che(
5⋃

n=1

An

)∁

=
5⋂

n=1

A∁
n (dove ( )∁ indica l’insieme complementare in B) ?

(iv) È vero che
5⋃

n=1

(
n⋃

k=1

Ak

)
=

5⋃
n=1

An ?

(v) È vero che

Se
5⋂

n=1

An = ∅ , allora esistono Ai e Aj tali che Ai ∩ Aj = ∅ ?

(vi) È vero che

Se

5⋃
n=1

An =
5⋂

n=1

An , allora A1 = A2 = A3 = A4 = A5 ?

Esercizio 1.5.2 Dati tre insiemi A,B,C, quali delle seguenti identità sono
sempre vere?

(i) (A ∪B) ∩ C = A ∪ (B ∩ C) .
(ii) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) .
(iii) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) .
(iv) (A ∪B) ∩ (A ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∪ C) .
(v) (A ∩B) ∪ (A ∩ C) = A ∩ (B ∪ C) .
(vi) (A ∩B) ∩ (A ∪ C) = A ∩B.
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Esercizio 1.5.3 Descrivere i seguenti insiemi usando il linguaggio comune.
Qui Z indica l’insieme dei numeri interi relativi e N l’insieme dei numeri
interi positivi.

(i) {(x, y) ∈ R2 : x ∈ Z, y ∈ Z} .
(ii) {(x, y) ∈ R2 : ∃a, b ∈ R : y = ax2 + bx}.
(iii) {θ ∈ [0, π] : sin (θ) = 1/2}.
(iv) {x ∈ R : ∀ε > 0 ∃m,n ∈ Z : |x−m/n| < ε}.
(v) {x ∈ R : ∃n ∈ N : n ≤ x ≤ n+ 1/2}
(vi) {n ∈ N : ∃k ∈ N : n = 4k + 3}.

Esercizio 1.5.4 Riscrivere in modo formale i seguenti insiemi (è un eserci-
zio inverso al precedente).

(i) L’insieme dei numeri reali che sono potenze razionali di 2.

(ii) L’insieme delle terne di punti nel piano cartesiano che sono ver-
tici di un triangolo equilatero.

(iii) L’insieme degli interi positivi che, divisi per 7, danno resto 1.

(iv) L’insieme dei punti del piano cartesiano per i quali la somma
delle coordinate è uguale a 1.

(v) L’insieme dei numeri interi positivi che sono quadrati di numeri
interi.

(vi) L’insieme dei segmenti del piano di lunghezza 1 che passano per
l’origine.

Esercizio 1.5.5 Sia A△B = (A\B) ∪ (B\A) la “differenza simmetrica” di
A e B.

(i) È vero che A△B = (A ∪B) \ (A ∩B) ?

(ii) È vero che A△B = B△A ?

(iii) Siano A l’insieme dei numeri reali e B l’insieme dei numeri
interi positivi. Determinare A△B.

(iv) Siano A l’insieme dei triangoli e B l’insieme dei poligoni regolari.
Determinare A△B.

(v) È vero che A△A = A ?

(vi) È vero che (A△B)△C = A△ (B△C) ?
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Esercizio 1.5.6 Rappresentare le seguenti scritture simboliche usando sia
“e”, “o”, sia scritture insiemistiche (ad esempio x2 < 1 si potrebbe rappre-
sentare come x > −1 e x < 1, o come x ∈ A ∩ B, con A = {x : x > −1} e
B = {x : x < 1}).

(i) 1 < x < 3 ;
(ii) x ≤ 0 ;
(iii) x = ±3 ;
(iv) x ̸= ±3 ;
(v) |x| > 1 ;
(vi) x (x− 1) > 0 .

Se ritieni di non avere risolto in modo soddisfacente gli esercizi di que-
sto capitolo ti suggeriamo di studiare i capitoli 1,2 e 3 del libro Matemati-
ca. Questione di Metodo di M. Bramanti e G. Travaglini (Ed. Zanichelli,
2009), oppure di parlarne con il tuo docente di Matematica e seguire le sue
indicazioni al riguardo.



Capitolo 2

ESERCIZI - Linguaggio e
metodo di studio
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2.1 Implicazioni, contresempi, negazioni

Esercizio 2.1.1 In una data famiglia ci sono due fratelli e due sorelle, di
altezze tutte diverse tra loro. Determinare le implicazioni reciproche tra le
seguenti affermazioni.

(a) Il più alto fratello è più alto della più alta sorella.
(b) Ogni fratello è più alto di ogni sorella.
(c) Ogni sorella è più bassa di qualche fratello.

Cioè rispondere alle seguenti domande.
(i) È vero che a⇒b ?
(ii) È vero che a⇒c ?
(iii) È vero che b⇒a ?
(iv) È vero che b⇒c ?
(v) È vero che c⇒a ?
(vi) È vero che c⇒b ?

Esercizio 2.1.2 Dato un quadrilatero Q, determinare le implicazioni reci-
proche tra le seguenti affermazioni.

(a) Q ha tre lati uguali.
(b) Q ha tre angoli uguali.
(c) Q è un rombo.

Cioè rispondere alle seguenti domande.
(i) È vero che a⇒b ?
(ii) È vero che a⇒c ?
(iii) È vero che b⇒a ?
(iv) È vero che b⇒c ?
(v) È vero che c⇒a ?
(vi) È vero che c⇒b ?

Esercizio 2.1.3 Dimostrare la verità o la falsità delle seguenti affermazioni.
(i) I numeri primi maggiori di 2 sono tutti dispari.
(ii) Tutti i quadrati sono rettangoli.
(iii) Solo i quadrati sono rettangoli.
(iv) I numeri pari sono tutte e sole le soluzioni reali dell’equazione

cos (πx) = 1 .

(v) {n > 0 intero : 3 < n2 ≤ 50} = {2, 3, 4, 5, 6, 7}.
(vi) Se due punti nel piano cartesiano hanno coordinate intere, allora la
loro distanza è un numero intero o un numero irrazionale.
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Esercizio 2.1.4 Sia Q un quadrilatero. Quali delle seguenti condizioni sono
necessarie perché Q sia un rettangolo? E quali sono sufficienti?
(i) Q è un rombo.
(ii) Q non è un quadrato.
(iii) Q ha tre angoli retti.
(iv) Q ha quattro angoli uguali.
(v) Q ha due lati paralleli.
(i) Q è un quadrato.

Esercizio 2.1.5 Sia n un numero intero positivo. Le tre proprietà seguenti
(a) n è primo.
(b) n è dispari.
(c) n < 20
non si implicano a vicenda in alcun modo, cioè

a ⇏ b a ⇏ c b ⇏ a b ⇏ c c ⇏ a c ⇏ b .

Per ciascuna di queste implicazioni false dire quale/i tra quelli proposti è un
contresempio.

contresempi proposti: quali sono corretti?
a ⇏ b n = 2 n = 3 n = 4
a ⇏ c n = 3 n = 30 n = 23
b ⇏ a n = 7 n = 9 n = 21
b ⇏ c n = 21 n = 15 n = 24
c ⇏ a n = 17 n = 18 n = 2
c ⇏ b n = 8 n = 22 n = 17

Esercizio 2.1.6 Scrivere le negazioni delle seguenti affermazioni.
(i) Esiste un punto che non appartiene alla retta p, né alla retta q.
(ii) Per ogni numero reale x si ha f (x) ≥ 5.
(iii) La funzione x 7→ f(x) è costante su R.
(iv) Il quadrilatero Q e il pentagono P hanno almeno due vertici in

comune.
(v) L’equazione G (x) = 0 ha esattamente due soluzioni.
(vi) Per ogni intero N > 0 esiste x reale tale che N ≤ f(x) < N +1.
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Esercizio 2.1.7 Scrivere le negazioni delle seguenti affermazioni.
(i) Il numero p divide almeno uno tra i due numeri a e b.
(ii) Esistono infiniti numeri primi.
(iii) Per ogni x tale che |x− x0| < δ si ha |f (x)− f (x0)| < ε.
(iv) Per ogni ε > 0 esiste un numero intero n0 tale che n ≥ n0 implica

|an − L| < ε.
(v) I numeri interi a, b, c hanno un divisore comune maggiore di 1.
(vi) Esistono infinite coppie di interi consecutivi a, b tali che a e b

ammettono quadrati perfetti tra i loro divisori.

Se ritieni di non avere risolto in modo soddisfacente gli esercizi di questo
capitolo ti suggeriamo di studiare i capitoli 4 e 5 del libro Matematica. Que-
stione di Metodo di M. Bramanti e G. Travaglini (Ed. Zanichelli, 2009), op-
pure di parlarne con il tuo docente di Matematica e seguire le sue indicazioni
al riguardo.
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2.2 Formule e variabili

Esercizio 2.2.1 Consideriamo il seguente
Teorema. Per ogni intero positivo n abbiamo

1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ (n− 1) + n =
n (n+ 1)

2
. (2.2.1)

Dimostrazione. Scriviamo due volte la somma a sinistra in (2.2.1) e
scriviamo nella terza riga la somma colonna per colonna.

1 +2 +3 + . . . +(n− 1) +n
n +(n− 1) + (n− 2) + . . . +2 +1

= (n+ 1) + (n+ 1) + (n+ 1) + . . . +(n+ 1) + (n+ 1) = n (n+ 1) .

Cioè
2 {1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ (n− 1) + n} = n (n+ 1)

e quindi (2.2.1) è dimostrata.
L’argomento di questo esercizio non è però la dimostrazione di (2.2.1),

ma le seguenti domande.
(i) Calcolare

1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ 999 + 1000 .

(ii) Calcolare

501 + 502 + 503 + 504 + . . .+ 999 + 1000 .

(iii) Calcolare

2 + 4 + 6 + 8 + . . .+ 998 + 1000 .

(iv) Calcolare, per ogni intero positivo n,

1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ (n− 1) + n+ (n+ 1) .

(v) Calcolare, per ogni intero positivo n,

1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ (2n− 1) + 2n .

(vi) Calcolare, per ogni intero positivo n,

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + . . .+ (2n− 1) + (2n+ 1) .
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Esercizio 2.2.2 Consideriamo il seguente
Teorema. Per ogni intero positivo n e ogni numero reale positivo q ̸= 1
abbiamo

1 + q + q2 + q3 + q4 + . . .+ qn−1 + qn =
1− qn+1

1− q
. (2.2.2)

Dimostrazione. Abbiamo

(1− q)
(
1 + q + q2 + q3 + q4 + . . .+ qn−1 + qn

)
=
(
1 + q + q2 + q3 + q4 + . . .+ qn−1 + qn

)
− q

(
1 + q + q2 + q3 + q4 + . . .+ qn−1 + qn

)
=
(
1 + �q + ��q

2 + ��q
3 + ��q

4 + . . .+���qn−1 +��q
n
)

−
(
�q + ��q

2 + ��q
3 + ��q

4 + ��q
5 + . . .+��q

n + qn+1
)

= 1− qn+1

Rispondere alle seguenti domande.
(i) Calcolare

1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+

1

32
+

1

64
+

1

128
+

1

256
+

1

512
+

1

1024
.

(ii) Calcolare, per ogni intero positivo n,

1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+

1

32
+ +

1

64
+

1

128
. . .+

1

2n−1
+

1

2n
.

(iii) Calcolare, per ogni intero positivo n,

1

32
+

1

64
+

1

128
. . .+

1

2n−1
+

1

2n
.

(iv) Calcolare, per ogni intero positivo n,

2

3
+

2

9
+

2

27
+

2

81
+

2

243
+ . . .+

2

3n−1
+

2

3n
.

(v) Calcolare, per ogni intero positivo n,

2 +
2

3
+

4

9
+

8

27
+

16

81
+

32

243
+ . . .+

2n−1

3n−1
+

2n

3n
.

(vi) Calcolare, per ogni intero positivo n,

2n −
(
1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 + . . .+ 2n−2 + 2n−1

)
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Esercizio 2.2.3 (i) Calcolare(
1− 1

2

)(
1− 1

3

)(
1− 1

4

)(
1− 1

5

)(
1− 1

6

)(
1− 1

7

)(
1− 1

8

)
.

(ii) Calcolare, per ogni intero positivo n(
1− 1

2

)2(
1− 1

3

)2(
1− 1

4

)2

· · ·
(
1− 1

n− 1

)2(
1− 1

n

)2

.

(iii) Calcolare, per ogni scelta dei numeri reali a1, a2, a3,

(a1 + a2 + a3)
3 .

(iv) Calcolare, per ogni numero reale a ̸= 0,(
a− 1

a

)6

.

(v) Calcolare, per ogni scelta dei numeri reali a1, a2, a3, a4, a5, a6

1

a1
+

1

a2
+

1

a3
+

1

a4
+

1

a5
+

1

a6
.

(vi) Calcolare, per ogni intero positivo n e per ogni scelta dei numeri
reali a1, a2, a3, a4, . . . , an,

a1 + (a1 + a2) + (a1 + a2 + a3) + (a1 + a2 + a3 + a4)+

. . .+ (a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + . . .+ an) .

Esercizio 2.2.4 Sia P (x) = a0+a1x+a2x
2+a3x

3+a4x
4, dove la variabile

x è reale e i coefficienti a0, a1, a2, a3, a4 sono numeri interi. Rispondere alle
seguenti domande.

(i) Calcolare P 2 (x).
(ii) Calcolare (x2 − 1)P (x).
(iii) Sviluppare P (x+ 1).
(iv) Determinare una scelta dei numeri interi a0, a1, a2, a3, a4 in modo

che esista x0 > 0 tale che P (x0) < 0.
(v) Determinare una scelta dei numeri interi a0, a1, a2, a3, a4 in modo

che P (x) ammetta x0 = 2/3 come sua radice.
(vi) Sia x0 = 4k+1, con k intero. Dimostrare che esiste h intero tale

che
P (x0) = 4h+ a0 + a1 + a2 + a3 + a4 .
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Esercizio 2.2.5 Siano

f (x) =
x

x− 1
, g (x) = x+

√
x .

Scrivere esplicitamente le seguenti funzioni, indicando dove sono definite.
(i)

cos (f (x)) .

(ii)
2f (x) + 3g (x) .

(iii)
f (g (x)) .

(iv)
g (f (x)) .

(v)
g (g (x)) .

(vi)
g
(
f 2 (x) + g2 (x)

)
.

Se ritieni di non avere risolto in modo soddisfacente gli esercizi di questo
capitolo ti suggeriamo di studiare il capitolo 6 del libro Matematica. Questio-
ne di Metodo di M. Bramanti e G. Travaglini (Ed. Zanichelli, 2009), oppure
di parlarne con il tuo docente di Matematica e seguire le sue indicazioni al
riguardo.
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2.3 Leggere una definizione

Esercizio 2.3.1 Consideriamo la seguente
Definizione. Un sottoinsieme A del piano è detto “convesso” se per

ogni coppia di punti P e Q appartenenti ad A, il segmento PQ è contenuto
in A.

Scrivere qualche esempio di sottoinsieme del piano convesso, qualche
esempio di sottoinsieme del piano non convesso, e successivamente rispondere
alle seguenti domande.

(i) È vero che l’unione di due insiemi convessi è convessa?
(ii) È vero che l’intersezione di due insiemi convessi è convessa?
(iii) È vero che il complementare nel piano di un insieme convesso è

non convesso?
(iv) È vero che l’unione di due insiemi non convessi è non convessa?
(v) È vero che l’intersezione di una retta e un insieme convesso limi-

tato è un segmento?
(vi) È vero che un poligono convesso può essere scritto come l’unione

di triangoli i cui interni sono a due a due disgiunti?

Esercizio 2.3.2 Consideriamo la seguente
Definizione. Chiamiamo “privo di quadrati” ogni numero intero posi-

tivo che non sia divisibile per un quadrato perfetto diverso dall’unità.
Scrivere qualche esempio di numero privo di quadrati, qualche esempio

di numero intero non privo di quadrati, e successivamente rispondere alle
seguenti domande.

(i) È vero che se due numeri sono privi di quadrati, allora anche il
loro prodotto è privo di quadrati?

(ii) È vero che se due numeri sono privi di quadrati, allora anche la
loro somma è priva di quadrati?

(iii) È vero che se due numeri sono primi e distinti, allora il loro
prodotto è privo di quadrati?

(iv) È vero che se un numero è privo di quadrati, allora ogni suo
divisore è privo di quadrati?

(v) È vero che se un numero non è privo di quadrati, allora non è
primo?

(vi) È vero che se il prodotto di due numeri è privo di quadrati, allora
i due numeri sono privi di divisori comuni positivi diversi da 1?
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Esercizio 2.3.3 Consideriamo la seguente
Definizione. Diciamo che un punto P = (a, b) ̸= (0, 0) del piano carte-

siano è “visibile dall’origine” se ha coordinate intere e il segmento OP (dove
O = (0, 0) è l’origine) non contiene altri punti interi.

Scrivere qualche esempio di punto visibile dall’origine, qualche esem-
pio di punto a coordinate intere non visibile dall’origine, e successivamente
rispondere alle seguenti domande.

(i) È vero che P = (a, b) è visibile dall’origine se e solo se i numeri
a e b sono primi tra loro?

(ii) È vero che se P = (a, b) e Q = (c, d) sono visibili dall’origine,
allora anche P +Q = (a+ c, b+ d) è visibile dall’origine?

(iii) È vero che se P = (a, b) è visibile dall’origine, allora anche
Q = (b, a) è visibile dall’origine?

(iv) È vero che tutti i punti di coordinate (a, 1) sono visibili dall’ori-
gine?

(v) È vero che se P = (a, b) è visibile dall’origine, allora anche Q =
(a+ 1, b+ 1) è visibile dall’origine?

(vi) È vero che se P = (a, a+ 1) è visibile dall’origine, qualsiasi sia
a ̸= 0?

Esercizio 2.3.4 Consideriamo la seguente
Definizione. Una funzione f : R → R è “strettamente crescente” se

x0 < x1 implica f (x0) < f (x1).
Scrivere qualche esempio di funzione strettamente crescente, qualche e-

sempio di funzione da R in R non strettamente crescente, e successivamente
rispondere alle seguenti domande.

(i) È vero che la somma di due funzioni strettamente crescenti è
strettamente crescente?

(ii) È vero che il prodotto di due funzioni strettamente crescenti è
strettamente crescente?

(iii) È vero che la differenza di due funzioni strettamente crescenti è
strettamente crescente?

(iv) È vero che una funzione strettamente crescente è iniettiva1?
(v) È vero che una funzione strettamente crescente è suriettiva2?

1Ricordiamo che una funzione f : A → B si dice iniettiva se f (x1) = f (x2) implica
x1 = x2.

2Ricordiamo che una funzione f : A → B si dice suriettiva se, per ogni y ∈ B, esiste
x ∈ A tale che f (x) = y.
Se f : A → B è suriettiva e iniettiva, diciamo che è biiettiva, o biunivoca.
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(vi) Sia f : R → R positiva e strettamente crescente. È vero −1/f è
strettamente crescente?

Esercizio 2.3.5 Consideriamo la seguente
Definizione. Un intero intero q è “congruo a 1 modulo 4” se esiste un

intero h per cui q = 4h+ 1.
Scrivere qualche esempio di numero congruo a 1 modulo 4, qualche esem-

pio di numero intero non congruo a 1 modulo 4, e successivamente rispondere
alle seguenti domande.

(i) È vero che la somma di due numeri congrui a 1 modulo 4 è ancora
un numero congruo a 1 modulo 4?

(ii) È vero che il prodotto di due numeri congrui a 1 modulo 4 è
ancora un numero congruo a 1 modulo 4?

(iii) È vero che se a è congruo a 1 modulo 4, allora anche −a è
congruo a 1 modulo 4?

(iv) È vero che tutti i numeri primi dispari sono congrui a 1 modulo
4?

(v) È vero che il quadrato di ogni numero dispari è congruo a 1 modulo
4?

(vi) È vero che ogni numero pari può essere scritto come somma di
due numeri congrui a 1 modulo 4?

Se ritieni di non avere risolto in modo soddisfacente gli esercizi di questo
capitolo ti suggeriamo di studiare il capitolo 9 del libro Matematica. Questio-
ne di Metodo di M. Bramanti e G. Travaglini (Ed. Zanichelli, 2009), oppure
di parlarne con il tuo docente di Matematica e seguire le sue indicazioni al
riguardo.
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2.4 Individuare gli errori

Esercizio 2.4.1 Considera la “dimostrazione” del seguente

Teorema. Se un triangolo è interamente contenuto in un poligono,
allora il suo perimetro non è maggiore di quello del poligono.

Dimostrazione (da correggere!). Sia ABC il triangolo. Prolunghia-
mo il lato CA dalla parte di A, il lato AB dalla parte di B e il lato BC
dalla parte di C. Indichiamo rispettivamente con M , N , P i punti in cui
questi prolungamenti incontrano il bordo del poligono, che viene in questo
modo suddiviso in tre spezzate distinte (che immaginiamo di percorrere in
senso antiorario): MN , NP e PM .

A

B

C
M

N

P

Ora ricordiamo che, per la disuguaglianza triangolare, un lato di un poli-
gono ha lunghezza minore della somma delle lunghezze degli altri lati. Allora,
considerando il poligono costituito da NA, da AM e dalla spezzata MN ot-
teniamo (indicando i lati, le spezzate e le loro misure con lo stesso simbolo)
AB ≤ MN . Analogamente otteniamo BC ≤ NP e CA ≤ PM . Sommando
le disuguaglianze vediamo che il perimetro di ABC è minore od uguale al
perimetro del poligono. □

Questa dimostrazione è sbagliata o comunque insoddisfacente.
Trova l’errore o gli errori e poi decidi se la dimostrazione può essere corretta
fino a farla diventare una dimostrazione accettabile del teorema precedente.

Esercizio 2.4.2 Considera la “dimostrazione” del seguente

Teorema. Per nessun intero n > 0 il numero 2n + 1 è divisibile per 7.

Dimostrazione (da correggere!). Supponiamo per assurdo che e-
sista un intero positivo h tale che

2n + 1 = 7h ,
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allora h è dispari, altrimenti 2n + 1 sarebbe pari. Scriviamo h = 2a + 1,
quindi

2n = 7 (2a+ 1)− 1 = 14a+ 6

2n−1 = 7a+ 3 .

Anche a è dispari (a = 2b+ 1) e dividendo otteniamo

2n−1 = 7 (2b+ 1) + 3 = 14b+ 10

2n−2 = 7b+ 5 .

Cos̀ı procedendo si arriva a

2 = 7z + numero positivo dispari ,

(con z ≥ 0 intero) che è impossibile. □

Questa dimostrazione è sbagliata o comunque insoddisfacente.
Trova l’errore o gli errori e poi decidi se la dimostrazione può essere corretta
fino a farla diventare una dimostrazione accettabile del teorema precedente.

Esercizio 2.4.3 Considera la “dimostrazione” del seguente
Teorema. Siano a, b, c numeri interi positivi. Allora le seguenti

condizioni sono equivalenti.
(I) Esistono u, v coprimi e non entrambi dispari tali che

(a, b, c) =
(
v2 − u2, 2uv, v2 + u2

)
.

(II) Abbiamo a2 + b2 = c2 con a, b, c privi di divisori comuni (cioè
mcd(a, b, c) = 1).

Dimostrazione (da correggere!).
(I) ⇒ (II) È chiaro che(

v2 − u2
)2

+ (2uv)2 =
(
v2 + u2

)2
.

Sappiamo che u e v hanno parità opposta e mcd (u, v) = 1. Basta mo-
strare che mcd (v2 − u2, u2 + v2) = 1. Altrimenti esiste d > 1 che divide
(v2 − u2) e (u2 + v2). Sommando e sottraendo otteniamo che d divide 2v2 e
2u2. Poiché u e v hanno parità opposta, allora v2 − u2 è dispari, quindi d è
dispari e divide v2 e u2. Ma l’ipotesi mcd (u, v) = 1 implica mcd (u2, v2) = 1.
Quindi d = 1.
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(II) ⇒ (I) Possiamo supporre a dispari, b pari e c dispari. Allora

1

2
(c+ a)

1

2
(c− a) =

1

4

(
c2 − a2

)
=

(
1

2
b

)2

.

Allora 1
2
(c+ a) e 1

2
(c− a) sono quadrati. Quindi esistono u < v coprimi tali

che

u2 =
1

2
(c− a) , v2 =

1

2
(c+ a) .

Allora u2 + v2 = c, v2 − u2 = a e quindi 2uv = b. □

Questa dimostrazione è sbagliata o comunque insoddisfacente.
Trova l’errore o gli errori e poi decidi se la dimostrazione può essere corretta
fino a farla diventare una dimostrazione accettabile del teorema precedente.

Esercizio 2.4.4 Considera la “dimostrazione” del seguente
Teorema. Per ogni K > 0 esiste un intero positivo N tale che

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+ . . .+

1

N − 1
+

1

N
≥ K .

Dimostrazione (da correggere!). Scriviamo

1 +1
2

+1
3

+1
4

+1
5

+1
6

+1
7

+1
8

+1
9

+ 1
10

+ 1
11

+ 1
12

+ 1
13

+ 1
14

+ 1
15

+ 1
16

+ . . .

> 1 +1
2

+1
3

+1
3

+1
5

+1
5

+1
5

+1
5

+1
9

+1
9

+1
9

+1
9

+1
9

+1
9

+1
9

+1
9

+ . . .

= 1 +1
2

+2
3

+4
5

+8
9

+ . . .

> 1 +1
2

+1
2

+1
2

+1
2

+ . . .

Quindi continuiamo ad aggiungere 1/2. In questo modo prima o poi superia-
mo K. □

Questa dimostrazione è sbagliata o comunque insoddisfacente.
Trova l’errore o gli errori e poi decidi se la dimostrazione può essere corretta
fino a farla diventare una dimostrazione accettabile del teorema precedente.

Esercizio 2.4.5 Considera la “dimostrazione” del seguente
Teorema. Esiste un intero positivo n per il quale le prime tre cifre dopo

la virgola di
√
n sono tutte uguali a 7.
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Dimostrazione (da correggere!). Scegliamo n tale che

√
n+ 1−

√
n <

1

1000
.

Allora
√
n+ 1 ha la quarta cifra dopo la virgola uguale a quella di

√
n au-

mentata di 1. Continuando ad aggiungere 0, 001 si arriva ad avere le prime
tre cifre dopo la virgola tutte uguali a 7. □

Questa dimostrazione è sbagliata o comunque insoddisfacente.
Trova l’errore o gli errori e poi decidi se la dimostrazione può essere corretta
fino a farla diventare una dimostrazione accettabile del teorema precedente.

Se ritieni di non avere risolto in modo soddisfacente gli esercizi di questo
capitolo ti suggeriamo di studiare il capitolo 11 del libro Matematica. Que-
stione di Metodo di M. Bramanti e G. Travaglini (Ed. Zanichelli, 2009), op-
pure di parlarne con il tuo docente di Matematica e seguire le sue indicazioni
al riguardo.
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2.5 Studiare una dimostrazione

Esercizio 2.5.1 Consideriamo il seguente teorema e la sua dimostrazione.
Teorema. Sia n un intero positivo e sia

anx
n + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + . . .+ a1x+ a0 = 0

un’equazione in cui i coefficienti a0, a1, . . . , an sono numeri interi, con a0 ̸= 0.
Se q è un numero intero soluzione dell’equazione, allora q divide a0.

Dimostrazione. Sia q un numero intero soluzione dell’equazione. Poi-
ché a0 ̸= 0, deve essere q ̸= 0. Scriviamo

anq
n + an−1q

n−1 + an−2q
n−2 + . . .+ a1q = −a0 ,

cioè
q
(
anq

n−1 + an−1q
n−2 + an−2q

n−3 + . . .+ a1
)
= −a0 .

Allora q deve essere un divisore di −a0 (e quindi anche di a0). □

Adesso ti suggeriamo di verificare la correttezza dell’enunciato del teo-
rema nel caso particolare n = 2. Poi controlla la correttezza dei passaggi e
descrivi con poche frasi l’idea della dimostrazione.

Esercizio 2.5.2 Studiare il seguente
Problema. Diciamo che un numero intero positivo è privo di quadrati

se non è divisibile per alcun quadrato perfetto. Ad esempio 3, 21, 30 sono
privi di quadrati. Se un intero positivo non è privo di quadrati diciamo che
contiene quadrati. Ad esempio 4, 27, 50 contengono quadrati. Osserviamo
l’esistenza di alcune coppie di numeri consecutivi contenenti quadrati, ad
esempio 8 e 9. Esistono infinite coppie con questa proprietà?

Soluzione del problema.
Per ogni intero positivo pari n consideriamo i due numeri

an = n · (n+ 2) , bn = (n+ 1)2

e osserviamo che i due numeri sono consecutivi poiché

bn = n2 + 2n+ 1 = an + 1 .

Per concludere la dimostrazione basta osservare che ogni bn contiene quadrati,
mentre n (n+ 2) è divisibile per 4. □

Adesso ti suggeriamo di verificare la correttezza della soluzione e de-
scriverne l’idea con parole tue. Poi domandati come la soluzione può essere
venuta alla mente.
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Esercizio 2.5.3 Studiare il seguente
Teorema. Consideriamo una tavola da gioco di 64 caselle e supponiamo

di avere dei tasselli rettangolari (come quelli del gioco del domino), ciascuno
dei quali può ricoprire due caselle della tavola, come mostra il tassello in
questa figura.

È allora facile (e lo si può fare in vari modi) ricoprire la tavola con 32 tasselli
rettangolari. Ora ripuliamo la tavola e togliamole la prima casella in basso
a sinistra e l’ultima in alto a destra:

Restano cos̀ı 62 caselle, che è impossibile ricoprire con 31 tasselli rettango-
lari.

Dimostrazione. Coloriamo le caselle di bianco e nero come in una
normale scacchiera. Osserviamo che, delle 62 caselle rimaste, 32 sono scure
e 30 chiare (o viceversa), perché le due caselle tolte sono comunque dello
stesso colore.
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D’altra parte ogni tassello rettangolare ricopre una casella chiara ed una
scura. Quindi il ricoprimento è impossibile. □

Verificata la correttezza dei passaggi, ci poniamo qualche domanda.
Ad esempio
Il numero di caselle di ogni lato della scacchiera (8 caselle) ha importanza?

Se fosse 7, oppure 10?
Come può essere stata trovata la dimostrazione? Si può ragionare su

esempi?

Esercizio 2.5.4 Consideriamo il seguente teorema e la sua dimostrazione.
Teorema. L’insieme Q dei numeri razionali può essere posto in

corrispondenza biunivoca con l’insieme N dei numeri naturali.
Dimostrazione. Disponiamo tutte le frazioni non nulle in infinite

righe di lunghezza infinita: la prima riga contiene tutte le frazioni con deno-
minatore 1, la seconda tutte le frazioni con denominatore 2, e cos̀ı via. Ora
partiamo da 1

1
e seguiamo le frecce nella figura seguente:

1
1

−→ −1
1

2
1

−→ −2
1

3
1

−→ −3
1

4
1

−→ · · ·
↙ ↗ ↙ ↗ ↙ ↗ ↙

1
2

−1
2

2
2

−2
2

3
2

−3
2

4
2

· · ·
↓ ↗ ↙ ↗ ↙ ↗ ↙ ↗
1
3

−1
3

2
3

−2
3

3
3

−3
3

4
3

· · ·
↙ ↗ ↙ ↗ ↙ ↗ ↙

1
4

−1
4

2
4

−2
4

3
4

−3
4

4
4

· · ·
↓ ↗ ↙ ↗ ↙ ↗ ↙ ↗
1
5

−1
5

2
5

−2
5

3
5

−3
5

4
5

· · ·
↙ ↗ ↙ ↗ ↙ ↗ ↙

1
6

−1
6

2
6

−2
6

3
6

−3
6

4
6

· · ·
↓ ↗ ↙ ↗ ↙ ↗ ↙ ↗
1
7

−1
7

2
7

−2
7

3
7

−3
7

4
7

· · ·
↙ ↗ ↙ ↗ ↙ ↗ ↙

...
...

...
...

...
...

...
. . .

In questo modo abbiamo deciso che 1
1
è la prima frazione, che −1

1
è la seconda,

che 1
2
è la terza, 1

3
la quarta, −1

2
la quinta, e cos̀ı via. Ogni frazione ha cos̀ı

un posto in una successione infinita. Togliendo le ripetizioni e anteponendo
lo 0 (tralasciato per ragioni di spazio tipografico) otteniamo tutti i numeri
razionali scritti uno dopo l’altro, dunque in corrispondenza biunivoca con N
( 1

1
↔ 1, −1

1
↔ 2, 1

2
↔ 3, 1

3
↔ 4, −1

2
↔ 5, etc.) □
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Oltre a verificare la correttezza dei passaggi e capire l’idea della dimo-
strazione, poniamoci qualche domanda. Ad esempio:

Il modo in cui sono stati ora ordinati i numeri razionali è legato al-
l’ordinamento dato dalla relazione di maggiore/minore (a precede b se a <
b)?

Non si può percorrere tutta la prima riga, poi tutta la seconda, etc.?

Esercizio 2.5.5 Consideriamo il seguente teorema e la sua dimostrazione.
Teorema. Dati due interi positivi α e β, con mcd(α, β) = 1,

l’equazione
n = jα + kβ (2.5.1)

non ammette soluzioni j, k intere non negative se n = αβ−α−β (noto come
numero di Frobenius), mentre le ammette per ogni n > αβ − α− β.

Dimostrazione. Pensiamo α < β e disponiamo tutti i numeri interi
≥ 0 nella seguente tabella, che consiste di α colonne e infinite righe.

0 1 2 3 . . . α− 1
α α + 1 α + 2 α + 3 . . . 2α− 1
2α 2α + 1 2α + 2 2α + 3 . . . 3α− 1
3α 3α + 1 3α + 2 3α + 3 . . . 4α− 1
...

...
...

...
. . .

...


(2.5.2)

Mostriamo che un numero n è combinazione non negativa di α e β se e solo
se, nella tabella precedente, è un multiplo di β o si trova sotto un multiplo
di β. Osserviamo che un numero n ammette la scrittura (2.5.1) se, nella
tabella precedente, è un multiplo di β o si trova sotto un multiplo di β (ovvio,
poiché scendendo su una stessa colonna si continua ad aggiungere α). Ora
mostriamo che in ogni colonna si trovano multipli di β. Infatti, essendo
mcd(α, β) = 1, gli interi 0, β, 2β, . . . , (α− 1) β stanno in colonne diverse.
Se infatti, per assurdo, sβ e tβ stessero sulla stessa colonna (con 0 ≤ s <
t ≤ α − 1) avremmo tβ = sβ + hα e quindi α dividerebbe (t− s) β, con
0 < t−s < α, contro l’ipotesi mcd(α, β) = 1. Essendoci α colonne deduciamo
allora che ogni colonna un numero uβ con 0 ≤ u ≤ α − 1. Dobbiamo ora
provare che, fissata una qualsiasi colonna, i numeri sopra il più basso multiplo
di β (chiamiamo quest’ultimo mβ, con 0 < m ≤ α−1, e indichiamo i numeri
sopra mβ come mβ−tα, con t > 0) non soddisfano (2.5.1). Infatti, possiamo
trascurare la prima colonna e sia, per assurdo, mβ − tα = pβ + qα, con p
e q interi ≥ 0. Allora deve essere p < m e β (m− p) = (t+ q)α. Da cui,
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essendo mcd(α, β) = 1, segue che α divide (m− p), e questo è assurdo poiché
0 < m − p ≤ α − 1. Il più grande dei precedenti multipli di β è (α − 1)β.
Quindi il più grande numero n per cui (2.5.1) non ammette soluzioni è il
numero immediatamente sopra, cioè

(α− 1)β − α = αβ − α− β .

□

Controlla i passaggi della dimostrazione, cerca di capire l’idea e descri-
vila. Controlla enunciato e dimostrazione per qualche valore di α e β. Poi
poniti qualche domanda:

Perché chiediamo mcd(α, β) = 1?
Si può usare l’idea della dimostrazione per dimostrare che ogni intero

relativo n si può scrivere nella forma

n = jα + kβ

con j e k interi (non necessariamente positivi)?

Esercizio 2.5.6 Consideriamo il seguente teorema e la sua dimostrazione.
Teorema di Pappo Dato un triangolo ABC costruiamo su due suoi

lati (diciamo AB e AC) due parallelogrammi (vedi la Figura 2.1) AFGB e
ACDE. Prolunghiamo i lati FG ed ED fino al loro punto di incontro H.
Costruiamo su BC un parallelogrammo BNMC in cui BN sia congruente
e parallelo ad HA. Allora l’area di BNMC è uguale alla somma delle aree
di AFGB e ACDE.

Dimostrazione. Nella Figura 2.2 il segmento HA è congruente e
parallelo ai segmenti KL, BN . I due triangoli HFA e PGB sono congruenti
per il secondo criterio di uguaglianza: AF è congruente a BG, l’angolo HAF
è congruente all’angolo PBG (poiché PB, HA e BN sono paralleli tra loro)
e l’angolo HFA è congruente all’angolo PGB. Quindi i segmenti HA e
PB sono congruenti e paralleli. Allora HPBA è un parallelogrammo che
ha la stessa area di AFGB e di KBNL. Analogamente si dimostra che
i parallelogrammi ACDE e KLMC hanno la stessa area. Sommando si
completa la dimostrazione del teorema. □

Controlla i passaggi della dimostrazione, cerca di capire l’idea e descri-
vila. Controlla enunciato e dimostrazione per qualche triangolo particolare.
Pensa a possibili analogie con teoremi noti.



2.5. Studiare una dimostrazione 35

A

B

C

D

E

F

G

H

M

N

Figura 2.1

Se ritieni di non avere risolto in modo soddisfacente gli esercizi di questo
capitolo ti suggeriamo di studiare il capitolo 13 del libro Matematica. Que-
stione di Metodo di M. Bramanti e G. Travaglini (Ed. Zanichelli, 2009), op-
pure di parlarne con il tuo docente di Matematica e seguire le sue indicazioni
al riguardo.
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A

B

C

D

E

F

G

H

K

L

M

N

P

Figura 2.2
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Soluzione Esercizio 1.1.1
(i)

3, 14 =
314

100
=

157

50
(semplificata).

3, 15 =
315

100
=

63

20
(semplificata) .

(ii) m
n
è il punto medio tra 3, 14 e 3, 15. Deve essere allora

2m

n
= 6, 29 ,

cioè
m

n
=

629

200
.

Quindi m = 629 e n = 200 vanno bene.
(iii)

3, 14 <
22

7
⇐⇒ 157

50
<

22

7
⇐⇒ 157 · 7 < 22 · 50 ⇐⇒ 1099 < 1100

(quest’ultima disuguaglianza è vera, quindi è vera anche la prima).

22

7
< 3, 15 ⇐⇒ 22

7
<

63

20
⇐⇒ 440 < 441

(quest’ultima disuguaglianza è vera, quindi è vera anche la prima).
(iv) Le frazioni semplificate con denominatore < 7 strettamente com-

prese tra 3 e 4 sono

7

2
= 3, 5 ;

10

3
= 3, 3333 · · · ,

11

3
= 3, 6666 · · · ;

13

4
= 3, 25 ,

15

4
= 3, 75 ;

16

5
= 3, 2 ,

17

5
= 3, 4 ,

19

5
= 3, 8 ;

19

6
= 3, 16666 · · · ,

23

6
= 3, 8333 · · · ;

e nessuna di esse si trova tra 3, 14 e 3, 15.
(v) Le frazioni con denominatore 250 sono

1

250
,

2

250
,

3

250
,

4

250
,

5

250
,

6

250
, . . .
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e distano 1
250

una dalla successiva. La distanza tra 3, 14 e 3, 15 è 1/100.
Siccome 2 · 1/250 = 1/125 < 1/100, tra 3, 14 e 3, 15 troviamo almeno due
frazioni con denominatore 250.

(vi) Dai punti precedenti sappiamo che 22/7 e π sono strettamente
compresi tra 3, 14 e 3, 15. Poiché questi ultimi distano tra loro 1/100, allora
22/7 e π distano tra loro meno di 1/100.

Soluzione Esercizio 1.1.2
(i) 1/10 e 1/11 vanno bene, poiché∣∣∣∣ 110 − 1

11

∣∣∣∣ = 1

10
− 1

11
=

1

110
<

1

100
.

(ii)

a

b
<

a+ c

b+ d
⇐⇒ ab+ ad < ab+ bc ⇐⇒ ad < bc ⇐⇒ a

b
<

c

d

(vero per ipotesi). Analogamente

a+ c

b+ d
<

c

d
⇐⇒ ad+ cd < bc+ cd ⇐⇒ ad < bc ⇐⇒ a

b
<

c

d

(vero per ipotesi).
(iii)

a+ c

b+ d
=

1

2

(a
b
+

c

d

)
⇐⇒ 2a+ 2c

b+ d
=

ad+ bc

bd

⇐⇒ 2abd+ 2bcd = abd+ ad2 + b2c+ bcd

⇐⇒ abd+ bcd = ad2 + b2c

⇐⇒ ad (b− d) = bc (b− d)

⇐⇒
(poiché b ̸=d)

ad = bc

⇐⇒ a

b
=

c

d
(contro l’ipotesi a/b < c/d) .

(iv)
1
5

1
4

1
3

2
5

1
2

3
5

2
3

3
4

4
5

(v)

1

4
− 1

5
=

1

20
,

1

3
− 1

4
=

1

12
,

2

5
− 1

3
=

1

15
,

1

2
− 2

5
=

1

10
,

3

5
− 1

2
=

1

10
,

2

3
− 3

5
=

1

15
,

3

4
− 2

3
=

1

12
,

4

5
− 3

4
=

1

20
.
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Quindi la distanza massima è 1/10 e la distanza minima è 1/20.
(vi) Sono 17:

1
2

1
3

2
3

1
4

3
4

1
5

2
5

3
5

4
5

1
6

5
6

1
7

2
7

3
7

4
7

5
7

6
7

ossia, riordinate:

1
7

1
6

1
5

1
4

2
7

1
3

2
5

3
7

1
2

4
7

3
5

2
3

5
7

3
4

4
5

5
6

6
7

Soluzione Esercizio 1.1.3
(i) Falso. Es. a = 6 e b = 2.
(ii) Vero, poiché la distanza tra due multipli di a è uguale ad a e

quindi è almeno 2. Lo stesso per i multipli di b. Poiché ab è multiplo di
entrambi, allora ab+ 1 non può essere multiplo di a né di b.

(iii) Vero, poiché se a è pari, allora possiamo scrivere a = 2k e quindi
a2 = 4k2 è pari; mentre se b è dispari, allora possiamo scrivere b = 2h + 1 e
quindi b2 = 4h2+4h+1 = 2 (2h2 + 2h)+ 1 è dispari. Infine, la somma di un
pari e di un dispari è dispari.

(iv) Falso. Es. a = 3 e b = 1.
(v) Falso. Es. a = 2 e b = 5.
(vi) Vero. Se a diviso per 4 dà resto 3, possiamo scrivere a = 4h+ 3.

Se b diviso per 4 dà resto 3, possiamo scrivere b = 4k + 3. Allora

ab = (4h+ 3) (4k + 3) = 16hk + 12k + 12h+ 9 = 4 (4hk + 3k + 3h+ 2) + 1

diviso per 4 dà resto 1.

Soluzione Esercizio 1.1.4
(i) Vero. Se moltiplichiamo a2 e b2 otteniamo (ab)2, cioè un quadrato

perfetto.
(ii) Falso. Es. 32 + 52 = 34 non è un quadrato perfetto.
(iii) Falso. Es. 32 + 42 = 25, che è un quadrato perfetto.
(iv) Vero. Ad esempio 10002 = 1000000 e 10012 = 1002001 differisco-

no per 1002001− 1000000 = 2001.
(v) Falso. Es.

√
16 =

√
42 = 4 è un quadrato perfetto.

(vi) 1000000 = 10002 e quindi i quadrati perfetti non superiori a
1000000 sono i mille numeri

12 , 22 , 32 , 42 , 52 , 62 , 72 , . . . , 10002 .

Soluzione Esercizio 1.1.5
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(i) Falso. Es.
√
2
√
2 = 2.

(ii) Falso. Es.
√
2
(√

2 + 1
)
= 2 +

√
2 è irrazionale.

(iii) Falso. Es.
√
2 +

(
1−

√
2
)
= 1.

(iv) Falso. Es.
√
2 +

√
2 = 2

√
2 è irrazionale.

(v)
√
2/2000 < 1/1000.

(vi)
(√

2 + 1
)2

= 3 + 2
√
2.
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Soluzione Esercizio 1.2.1
(i) La Figura 3.1 mostra che (9, 3) è il punto di intersezione.

x+y=12

x-3y=0

9

3

Figura 3.1

(ii) {
x− 3y = 0
x+ y = 12

{
x = 3y
4y = 12

{
y = 3
x = 9

.

(iii) Con riferimento alla Figura 3.2, il triangolo è iscritto nel qua-
drato tratteggiato di area 100. Per ottenere l’area del triangolo sottraiamo

x+y=12

x-3y=0

9

3

Figura 3.2

da 100 le aree di tre triangoli (di aree 50, 4 e 9) e di un piccolo rettangolo di
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area 2. Otteniamo
100− (50 + 4 + 9 + 2) = 35 .

(iv) La parabola p (x) = ax2 + bx+ c deve soddisfare
5 = 02 a+ 0 b+ c

13 = (−1)2 a+ (−1) b+ c

3 = 92 a+ 9 b+ c,

ed è quindi

y =
7

9
x2 − 65

9
x+ 5 .

Inoltre

7

9
x2 − 65

9
x+ 5 ≥ x

3
⇐⇒ 7

9
x2 − 68

9
x+ 5 ≥ 0 ⇐⇒ 7x2 − 68x+ 45 ≥ 0

⇐⇒ x ∈ (−∞, 5/7] ∪ [9,+∞) .

(v) Dobbiamo escludere i punti (a, 2a) interni alla parabola. Il grafico
della retta y = 2x incontra la parabola nei due punti le cui coordinate (x, y)
risolvono il sistema {

y = 7
9
x2 − 65

9
x+ 5,

y = 2x,

ossia(
83−

√
5629

14
,
83−

√
5629

7

)
e

(
83 +

√
5629

14
,
83 +

√
5629

7

)
.

Quindi, avendo chiesto a > 0, deve essere

a ∈
(
0,
(
83−

√
5629

)
/14
]
∪
[(

83 +
√
5629

)
/14,+∞

)
.

(vi) Abbiamo

p (x)− 5 > 0 ⇐⇒ 7

9
x2 − 65

9
x > 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞, 0) ∪

(
65

7
,∞
)

,

p (x)+45 > 0 ⇐⇒ 7

9
x2− 65

9
x+50 > 0 ⇐⇒ 7x2−65x+450 > 0 ⇐⇒ x ∈ R .

Quindi

(p (x)− 5) (p (x) + 45) > 0 ⇐⇒ p (x)− 5 > 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞, 0)∪
(
65

7
,∞
)

.
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Soluzione Esercizio 1.2.2
(i) y = 2x+ 1 passa, ad esempio, per i due punti interi (cioè punti a

coordinate intere) (0, 1) e (1, 3).
(ii) y = 2

3
x+1 passa, ad esempio, per i due punti interi (0, 1) e (3, 3).

(iii) L’origine è l’unico punto intero sulla retta y =
√
2x. Se infatti

esistesse (m,n) con m,n interi (e m ̸= 0), tale che n =
√
2m, otterremmo√

2 razionale, che è falso.
(iv) y = −10

11
x+ 17

12
non passa per alcun punto intero. Sia infatti (m,n)

a coordinate intere e supponiamo che (m,n) stia sulla retta y = −10
11
x + 17

12
.

Allora

n = −10

11
m+

17

12
=

−120m+ 187

132

con un numeratore dispari e un denominatore pari. Quindi la frazione non
può essere uguale ad un numero intero.

(v)
√
2x +

√
2y = 2 non passa per alcun punto intero. Sia infatti

(m,n) a coordinate intere e supponiamo che (m,n) stia sulla retta
√
2x +√

2y = 2. Allora
m+ n =

√
2 ,

contro il fatto che
√
2 è irrazionale.

(vi) La retta che passa per i punti
(√

2,
√
2 + 1

)
e
(
−
√
3− 1,−

√
3
)

è la retta y = x+ 1, che passa, ad esempio, per i punti interi (0, 1) e (1, 2).

Soluzione Esercizio 1.2.3
(i) 2x2−3x+1 = 2(x2−3x/2+(3/4)2)−2(3/4)2+1 = 2 (x− 3/4)2−

1/8.
(ii) 2x2−3x+1 > 5 ⇐⇒ x ∈

(
−∞,

(
3−

√
41
)
/4
)
∪
((
3 +

√
41
)
/4,+∞

)
.

(iii) 2x2 − 3x + 1 < x2 + x + 3 ⇐⇒ x2 − 4x − 2 < 0 ⇐⇒ x ∈(
−
√
6 + 2,

√
6 + 2

)
.

(iv) Le parabole y = 2x2 − 3x+ 1 e y = x2 + x+ 1 si incontrano nei
punti (0, 1) e (4, 21).

(v) La retta non può essere verticale. Consideriamo allora y = αx,
con α reale. Vogliamo che l’equazione

αx = 2x2 − 3x+ 1 ⇐⇒ 2x2 − (3 + α)x+ 1 = 0

abbia due soluzioni coincidenti. Imponendo il discriminate di quest’ultima
uguale a zero, si ottiene

(3 + α)2 − 8 = 0 , α = ±2
√
2− 3 .

Dunque le rette y =
(
−2

√
2− 3

)
x e y =

(
2
√
2− 3

)
x sono tangenti alla

parabola y = 2x2 − 3x+ 1.
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(vi) Una soluzione semplice è y = 2x2 − 3x.

Soluzione Esercizio 1.2.4
(i) Non esiste. Il grafico di una parabola y = αx2+βx+γ (con α ̸= 0)

non può contenere tre punti allineati.
(ii) y = −1

4
x2 + 9

4
x.

(iii) Sono le parabole della forma

y = a (x− 1)2 + b = ax2 − 2ax+ (a+ b),

con a ̸= 0.
(iv) Sono le parabole della forma y = a (x− 1)2 + 1, con a ̸= 0.
(v) Deve essere

x2 − 3x+ 2 = α− x , x2 − 2x+ 2− α = 0

e questa equazione ha
2 soluzioni se α > 1
1 soluzione se α = 1
nessuna soluzione se α < 1

.

(vi) La Figura 3.3 mostra i grafici della parabola y = x2 − 3x + 2 e

-2 -1 1 2 3

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

Figura 3.3
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(per alcuni valori di α) di |x|+ y = α. Vediamo cos̀ı che il sistema ammette
due soluzioni per α > 1, una soluzione per α = 1 (poiché la retta y = −x+1
è tangente al grafico della parabola) e nessuna soluzione per α < 1.

Soluzione Esercizio 1.2.5
(i) La Figura 3.4 mostra che i triangoli OPA e OQB sono triangoli

O

P

Q

A=(0,2)

B=(0,4)

b
q

Figura 3.4

rettangoli (simili) perché inscritti in semicirconferenze. Allora, chiamato
β l’angolo BOQ, abbiamo |OP | = 2 cos (β) e |OQ| = 4 cos (β). Quindi
|PQ| = 2 cos (β) = 2 sin (θ) (poiché β e θ sono complementari).

(ii) Basta calcolare la differenza delle aree dei due dischi: 4π−π = 3π.
(iii) (x− 1)2 + (y − 1)2 = 2.
(iv) Ad esempio (x− 2)2 + (y − 2)2 = 9− 4

√
2.

(v) Le rette passanti per l’origine e tangenti alla circonferenza sono
y = ±x/

√
3. Infatti, detti D = (2, 0) e E un punto di tangenza, si ha che

ODE è un triangolo rettangolo con ipotenusa |OD| = 2 e cateto |DE| = 1,
cosicché l’angolo γ nell’origine soddisfa sin γ = ±1/2, da cui tan γ = ±1/

√
3.

Quindi le intersezioni sono due per |α| < 1/
√
3, una per |α| = 1/

√
3 e nessuna

per |α| > 1/
√
3.

(vi)
(
2 + 1/

√
2, 1/

√
2
)
.
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Soluzione Esercizio 1.3.1
(i)

A (x)B (x) = x6 − 1.

(ii) A (x) non ha radici reali poiché x4 + x2 + 1 > 0 per ogni x reale.
Per scomporre A (x) lo scriviamo come differenza di due quadrati:

A (x) = x4 + 2x2 + 1− x2 =
((

x2 + 1
)2 − x2

)
=
(
x2 + 1− x

) (
x2 + 1 + x

)
.

(iii)
A (x) =

(
x2 − 1

) (
x2 + 2

)
+ 3 .

(iv)
x4 + x2 + 1 > x2 − 1 ⇐⇒ x4 + 2 > 0 ,

che è vero per ogni x reale.
(v)

A (x)

B (x)
− B (x)

A (x)
=

A2 (x)−B2 (x)

A (x)B (x)

=
(x8 + x4 + 1 + 2x6 + 2x4 + 2x2)− (x4 − 2x2 + 1)

x6 − 1
> 0

=
x8 + 2x6 + 2x4 + 4x2

x6 − 1
.

(vi)

A (x)

B (x)
>

B (x)

A (x)
⇐⇒ A (x)

B (x)
− B (x)

A (x)
> 0 ⇐⇒ A2 (x)−B2 (x)

A (x)B (x)
> 0

⇐⇒ x8 + 2x6 + 2x4 + 4x2

x6 − 1
> 0 .

Il denominatore
x6 − 1 =

(
x2 − 1

) (
x4 + x2 + 1

)
è positivo se e solo se x2 > 1, cioè se e solo se

x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞) .

Per studiare il numeratore scriviamo

x8 + 2x6 + 2x4 + 4x2 = x2
(
x6 + 2x4 + 2x2 + 4

)
e poniamo x2 = t, ricordando che allora deve essere t ≥ 0. Ricordiamo anche
che se q è un numero intero soluzione dell’equazione

t3 + 2t2 + 2t+ 4 = 0 ,
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allora q divide 4. Vediamo cos̀ı che t = −2 è soluzione. Dividendo t3 + 2t2 +
2t+ 4 per (t+ 2) otteniamo

t3 + 2t2 + 2t+ 4 = (t+ 2)
(
t2 + 2

)
.

Quindi il numeratore soddisfa

x8 + 2x6 + 2x4 + 4x2 = x2
(
x2 + 2

) (
x4 + 2

)
.

Allora il numeratore è positivo se e solo se x ̸= 0. Allora

A (x)

B (x)
>

B (x)

A (x)
⇐⇒ x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞) .

Soluzione Esercizio 1.3.2
(i) Falsa. Es. x = 1/10, y = −10.
(ii) Falsa. Es. x = 1/10, y = −10.
(iii) Vera. Il termine a sinistra è negativo, quello a destra positivo.
(iv) Vera:

−xy < x2 + y2 ⇐⇒ x2 + y2 + xy > 0 ⇐⇒ (x+ y)2 − xy > 0 ,

che è vera poiché −xy > 0.
(v) Falsa. Es. x = 1/10, y = −10.
(vi) Falsa. Es. x = 1/10, y = −10.

Soluzione Esercizio 1.3.3
(i) S̀ı.
(ii) No. Basta porre a = b = 1.
(iii) S̀ı.
(iv) No. Basta porre a = b = 1.
(v) No. Basta porre a = b = 1.
(vi) No. Basta porre a = b = 1.

Soluzione Esercizio 1.3.4
(i) Non ha radici negative: se x < 0, allora x2 − 2517x+ 3415 > 0.
(ii) Ammette una radice negativa:

x4 − 2517x2 − 3415 = 0 ⇐⇒ x2 =
2517 +

√
25172 + 4 · 3415

2

(x2 non può essere < 0). Quindi

x = −

√
2517 +

√
25172 + 4 · 3415

2
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è una radice negativa.
(iii) Ammette radici negative:

x6 − 2517x3 − 3415 = 0 ⇐⇒ x3 =
2517±

√
25172 + 4 · 3415

2

e quindi

x =
3

√
2517−

√
25172 + 4 · 3415

2

è una radice negativa.
(iv) Non ha radici negative: se x < 0, allora x9 + x7 + 18x3 − 1 < 0.
(v) Ammette la radice negativa x = −

√
2.

(vi) Non ha radici negative: l’unica radice è x = 0.

Soluzione Esercizio 1.3.5
(i) No. Es. x = 1, y = −1.
(ii) No. Es. x =

√
2, y = 1.

(iii) No. Es. x = 2, y = 1.
(iv) La deduzione è corretta:

xy2 + x = y2 + 1 ⇐⇒ x
(
y2 + 1

)
= y2 + 1 ⇐⇒ x = 1 ,

poiché y2 + 1 ̸= 0.
(v) La deduzione è corretta:

x2 + y2 + 1

x2 + 1
=

x2 + 1

x2 + y2 + 1
⇐⇒

(
x2 + y2 + 1

)2
=
(
x2 + 1

)2 ⇐⇒ x2 + y2 + 1 = x2 + 1

⇐⇒ y = 0 .

(vi) La deduzione è corretta: basta risolvere la disequazione ponendo
x2 = t.
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Soluzione Esercizio 1.4.1
(i) È vero:

23/222/3 = 29/624/6 = 213/6 > 22 = 4 .

(ii) È falso:
5
√
2443 =

5
√
2426 =

5
√
210 = 4 .

(iii) È vero:

2 · 22 · 23 · 24 · 25 = 21+2+3+4+5 = 215 .

(iv) È falso:

log2
(
34
)
+ log2

(
3−4
)
= log2

(
34 · 3−4

)
= log2 (1) = 0 .

(v) È vero poiché 0 < log10 (2) < 1 e log2 (10) > 1.
(vi) È vero poiché tan (π/4) = 1 e cos (π/3) = 1/2.

Soluzione Esercizio 1.4.2
(i) La condizione di esistenza è x ≥ −1. Allora

√
x+ 1 >

√
2x+ 3 ⇐⇒ x+ 1 > 2x+ 3 ⇐⇒ x < −2 (non accettabile) .

Quindi la disequazione non ha soluzioni.
(ii) La condizione di esistenza è x ∈ [−2,−1] ∪ (1,+∞) . Allora√

x+ 1

x− 1
<

√
x+ 2 ⇐⇒ x+ 1

x− 1
< x+ 2

⇐⇒ x+ 2− x+ 1

x− 1
> 0

⇐⇒ x2 − 3

x− 1
> 0

⇐⇒ x ∈
(
−
√
3,−1

]
∪
(√

3,+∞
)

(tenendo conto della condizione di esistenza).
(iii) La condizione di esistenza è x ∈ (−∞, 1]∪[2,+∞) . Se 2x−5 ≤ 0

(cioè x ≤ 5/2) la disuguaglianza è verificata. Se 2x− 5 > 0 abbiamo

√
x2 − 3x+ 2 ≥ 2x− 5 ⇐⇒ x2 − 3x+ 2 ≥ 4x2 − 20x+ 25

⇐⇒ 3x2 − 17x+ 23 ≤ 0 ⇐⇒ 17−
√
13

6
≤ x ≤ 17 +

√
13

6
.
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Quindi (essendo 17−
√
13

6
< 5

2
< 17+

√
13

6
) la soluzione è x ∈ (−∞, 1]∪

[
2, 17+

√
13

6

]
.

(iv) La condizione di esistenza è x ∈ (−∞,−1] ∪ [1,+∞) (poiché la
radice cubica non ha problemi di esistenza). Se x ≤ 1, allora 3

√
x3 − 1 ≤ 0 e

la disuguaglianza non può essere soddisfatta. Se x > 1

√
x2 − 1 <

3
√
x3 − 1 ⇐⇒

(
x2 − 1

)3
<
(
x3 − 1

)2
⇐⇒ (x− 1)3 (x+ 1)3 < (x− 1)2

(
x2 + x+ 1

)2
⇐⇒ (x− 1) (x+ 1)3 <

(
x2 + x+ 1

)2
⇐⇒ x4 + 2x3 − 2x− 1 < x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 1

⇐⇒ 3x2 + 4x+ 2 > 0 ,

che è sempre verificata. Quindi la soluzione è x > 1.
(v) Deve essere x > 0. Poiché log8 (x) =

1
3
log2 (x) abbiamo

log8 (x)+1 ≥ 10 log2 (x) ⇐⇒ 29

3
log2 (x) ≤ 1 ⇐⇒ log2 (x) ≤

3

29
⇐⇒ x ≤ 23/29 .

Quindi la soluzione è 0 < x ≤ 23/29.
(vi) Non ci sono condizioni di esistenza. Allora

sin2 (x)− cos (x) < 1 ⇐⇒ 1− cos2 (x)− cos (x) < 1 ⇐⇒ cos2 (x) + cos (x) > 0

⇐⇒ cos (x) (cos (x) + 1) > 0 ⇐⇒ cos (x) > 0 .

Quindi la soluzione è

x ∈
+∞⋃

k=−∞

(
2kπ − π

2
, 2kπ +

π

2

)
.

Soluzione Esercizio 1.4.3
(i) È vero:

1 + tan2 (α) = 1 +
sin2 (α)

cos2 (α)
=

cos2 (α) + sin2 (α)

cos2 (α)
=

1

cos2 (α)
.

(ii) È vero:

0 < tan (α) =
sin (α)

cos (α)
<

1

cos (α)
.

(iii) È vero, poiché tan (α) ≤ 1 per 0 ≤ α ≤ π/4.
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(iv) È vero. dal punto (i) segue

sin (α) = sin
(
2
α

2

)
= 2 sin

(α
2

)
cos
(α
2

)
= 2

sin (α/2)

cos (α/2)
cos2

(α
2

)
= 2 tan

(α
2

) 1

1 + tan2 (α/2)
.

(v) È vero, poiché

tan
(π
2
− α

)
=

sin
(
π
2
− α

)
cos
(
π
2
− α

) =
cos (α)

sin (α)
.

(vi) È vero.

Soluzione Esercizio 1.4.4
(i) Ponendo 2x = t l’equazione diventa

t2 − 2t+ 1 = 0 ⇐⇒ t = 1 ⇐⇒ x = 0 .

(ii) L’equazione non ha soluzioni reali poiché tutti i termini a sinistra
sono positivi.

(iii)
log10 (x) = 7 ⇐⇒ x = 107 .

(iv) Ponendo log10 (x) = t l’equazione diventa

t2 − 5t+ 4 = 0 ⇐⇒ t = 1, t = 4 ⇐⇒ x = 10, x = 104 .

(v) La soluzione è{
−1

4
π + 2πk | k ∈ Z

}
∪
{
1

4
π + 2πk | k ∈ Z

}
.

(vi) Non ammette soluzioni reali, poiché sin (x) e cos (x) sono sempre
≤ 1 e non sono mai contemporaneamente uguali a 1.

Soluzione Esercizio 1.4.5
(i) Ponendo log10 (x) = α e log10 (y) = β consideriamo il sistema{

2α + β = 1
α− 2β = 0

{
α = 2/5
β = 1/5

{
x = 102/5

y = 101/5

(ii) Ponendo 2x = t consideriamo

2x − 2−x = 2 ⇐⇒ 22x − 1 = 2 · 2x ⇐⇒ t2 − 2t− 1 = 0 ,
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che dà l’unica soluzione positiva t = 1 +
√
2, cioè x = log2

(
1 +

√
2
)
.

(iii) Se x = 1 otteniamo log10 (x) = 1 − x. Poiché la funzione x 7→
log10 (x) è strettamente crescente e la funzione x 7→ 1 − x è strettamente
decrescente, non ci sono altre soluzioni.

(iv) Il sistema diventa{
log6 (x+ y) = 1
log2 (xy) = 0

{
x+ y = 6
xy = 1.

Moltiplicando la prima equazione per x, ci riduciamo a considerare le due
soluzioni dell’equazione x2 − 6x+ 1 = 0, da cui

x = 3− 2
√
2, y = 2

√
2 + 3

x = 2
√
2 + 3, y = 3− 2

√
2.

(v) Ponendo sin (x) = t studiamo

sin4 (x)+cos2 (x) = 1 ⇐⇒ sin4 (x)+1−sin2 (x) = 1 ⇐⇒ t4−t2 = 0 ⇐⇒ t2
(
t2 − 1

)
= 0 .

Da cui t = 0 e t = ±1, cioè

x = kπ/2, con k intero .

(vi) Poiché sin (π − x) = sin (x) abbiamo{
x+ y = π
sin (x) + sin (y) = 1

{
y = π − x
2 sin (x) = 1

,

da cui

x =
π

6
+ 2kπ , y =

5π

6
+ 2kπ

x =
5π

6
+ 2kπ , y =

π

6
+ 2kπ .
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Soluzione Esercizio 1.5.1

(i) È vero.

(ii) È vero.

(iii) È vero.

(iv) È vero.

(v) Non è vero. Es. A1 = {1, 2, 3, 4}, A2 = {1, 2, 3, 5}, A3 =
{1, 2, 4, 5}, A4 = {1, 3, 4, 5}, A5 = {2, 3, 4, 5}.

(vi) È vero.

Soluzione Esercizio 1.5.2

(i) Non è vera. Es. A = {1, 2, 3}, B = {2, 3, 4}, C = {4, 5, 6}.
(ii) È vera.

(iii) È vera.

(iv) Non è vera. Es. A = {1, 2, 3}, B = {2, 3, 4}, C = {4, 5, 6}.
(v) È vera.

(vi) È vera.

Soluzione Esercizio 1.5.3

(i) È l’insieme dei punti del piano cartesiano che hanno entrambe le
coordinate intere.

(ii) È l’unione dei punti del piano che appartengono al grafico di
qualche parabola passante per l’origine. Cioè è tutto il piano, esclusi i punti
della forma (0, y), con y ̸= 0.

(iii) Si tratta degli angoli tra 0 e π (compresi) il cui seno vale 1/2,
cioè π/6 e 5π/6.

(iv) È l’insieme dei numeri reali che, per ogni ε > 0 hanno un numero
razionale a distanza minore di ε. Cioè è l’insieme di tutti i numeri reali.

(v) È l’insieme dei numeri reali compresi tra un intero positivo e lo
stesso intero più 1/2 (estremi compresi). Cioè è l’insieme dei numeri reali x
che ammetteno sviluppo decimale x = n, abcd · · · , con n positivo e 0 ≤ a ≤ 4.
Ricordiamo che

n, 4999999999 · · · = n, 5 .

(vi) È l’insieme degli interi maggiori di 3 che divisi per 4 danno resto
3, cioè {7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, . . .} .

Soluzione Esercizio 1.5.4

(i) {
x ∈ R : ∃m,n ∈ Z, n ̸= 0 : x = 2m/n

}
.
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(ii) 
(a1, a2) , (b1, b2) , (c1, c2) ∈ R2 :

(a1 − b1)
2 + (a2 − b2)

2 = (a1 − c1)
2 + (a2 − c2)

2

= (b1 − c1)
2 + (b2 − c2)

2

 .

(iii)
{n ∈ N : ∃k ∈ N∪{0} : n = 7k + 1} .

(iv) {
(x, y) ∈ R2 : x+ y = 1

}
.

(v) {
n ∈ N : ∃k ∈ N : n = k2

}
.

(vi)
{γ ∈ S : |γ| = 1, (0, 0) ∈ γ} ,

dove S è l’insieme dei segmenti del piano e |γ| indica la lunghezza di γ ∈ S.

Soluzione Esercizio 1.5.5
(i) È vero.
(ii) È vero.
(iii) È l’insieme A \B dei numeri reali che non sono interi positivi.
(iv) È l’insieme che comprende i triangoli non equilateri e i poligoni

regolari con almeno quattro lati.
(v) No. A△A = ∅.
(vi) È vero. Corrispondono all’insieme di tutti gli elementi che stanno

solo in A, solo in B, solo in C o in A ∩B ∩ C.

Soluzione Esercizio 1.5.6
(i) x > 1 e x < 3. Se A = {x : x > 1} e B = {x : x < 3}, allora

(i) : x ∈ A ∩B.
(ii) x < 0 o x = 0. Se C = {x : x < 0} e D = {0}, allora

(ii) : x ∈ C ∪D.
(iii) x = 3 o x = −3. Se E = {3} e F = {−3}, allora

(iii) : x ∈ E ∪ F.
(iv) x ̸= 3 e x ̸= −3. Se G = {x : x ̸= 3} e H = {x : x ̸= −3}, allora

(iv) : x ∈ G ∩H.
(v) x > 1 o x < −1. Se I = {x : x > 1} e L = {x : x < −1}, allora

(v) : x ∈ I ∪ L.
(vi) (x > 0 e x− 1 > 0) o (x < 0 e x− 1 < 0) . Se M = {x : x > 0} ,

N = {x : x > 1} , P = {x : x < 0} e Q = {x : x < 1} , allora
(vi) : x ∈ (M ∩N) ∪ (P ∩Q) = N ∪ P.
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Soluzione Esercizio 2.1.1

a ⇏ b Per dimostrare che a ⇏ b, cioè che l’implicazione a ⇒ b è
falsa dobbiamo produrre un contresempio, cioè un esempio che soddisfi a,
ma non soddisfi b. I contresempi sono molti, ne basta uno, cioè ogni singolo
contresempio è sufficiente per dimostrare la falsità dell’implicazione a ⇒ b.
Indichiamo con 1F l’altezza (in centimetri) del primo fratello, e analogamente
2F, 1S, 2S. Proponiamo quindi il seguente contresempio: 1F = 175, 2F =
170, 1S = 172, 2S = 165, che soddisfa (a) ma non (b). Dunque la verità di
(a) non implica la verità di (b) (scriviamo a ⇏ b).

a ⇒ c Poiché se (a) è soddisfatta, allora entrambe le sorelle sono più
basse del più alto fratello e quindi (c) è soddisfatta.

b ⇒ a Poiché se ogni fratello è più alto di ogni sorella, in particolare
il più alto fratello è più alto della più alta sorella.

b ⇒ c Poiché abbiamo appena dimostrato che b ⇒ a e che a ⇒ c.

c ⇒ a Poiché se (c) è soddisfatta, allora la più alta sorella è più bassa
di qualche fratello, quindi anche del più alto fratello (dunque (a) e (c) sono
equivalenti; scriviamo a ⇔ c).

c ⇏ b Altrimenti avremmo a ⇒ c ⇒ b (falso).

Soluzione Esercizio 2.1.2

a ⇏ b Consideriamo come contresempio un rombo che non è un
rettangolo.

a ⇏ c Possiamo usare il contresempio nella Figura 3.5, dove AB =
BC = CD ̸= DA.

A

B C

D

Figura 3.5

b ⇏ a Consideriamo come contresempio un rettangolo che non è un
quadrato.

b ⇏ c Possiamo usare il contresempio nella Figura 3.6, dove tre angoli
misurano 108o e il quarto 36o. Oppure un qualsiasi rettangolo che non sia
un quadrato.

c ⇒ a Ovvio.
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Figura 3.6

c ⇏ b Consideriamo come contresempio un rombo che non è un
quadrato.

Soluzione Esercizio 2.1.3
(i) è vera. 2 è l’unico numero primo pari. Infatti se m > 2 è pari, allora

m = 2k per qualche intero k > 1, quindi m non è primo.
(ii) è vera. Un rettangolo è un quadrilatero con quattro angoli retti, e

ogni quadrato soddisfa questa proprietà.
(iii) è falsa. Esistono rettangoli che non sono quadrati.
(iv) è vera. Bisogna verificare che tutti i numeri pari sono soluzioni

di questa equazione (infatti, se x = 2n allora cos(2nπ) = 0) e che solo i
numeri pari sono soluzioni (infatti la funzione cos(πx) si annulla solo nei
punti x = 2n, con n intero).

(v) è vera. Infatti la successione dei quadrati dei numeri interi positivi è

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, . . .

e verifichiamo direttamente quali soddisfano la condizione 3 < n2 ≤ 50.
(vi) è vera. Consideriamo due punti (a, b) e (m,n) a coordinate intere.

La loro distanza è √
(a−m)2 + (b− n)2 ,

cioè la radice quadrata di un numero intero. Se
√

(a−m)2 + (b− n)2 è un
quadrato perfetto, allora la distanza è un numero intero. Resta da provare che
se, diciamo, k non è un quadrato perfetto, allora

√
k è irrazionale. Infatti

se fosse
√
k = p/q (con p, q interi) avremmo q2k = p2. Poiché k non è

un quadrato perfetto, allora uno dei suoi divisori primi appare a potenza
dispari nella scomposizione di k in potenze di numeri primi. Allora questo
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divisore primo continua ad apparire a potenza dispari nella scomposizione di
q2k, mentre necessariamente appare a potenza pari (eventualmente 0) nella
scomposizione di p2. Questo contraddice l’unicità della scomposizione in
potenze di numeri primi.

Soluzione Esercizio 2.1.4
(i) non è necessaria e non è sufficiente.
(ii) non è necessaria e non è sufficiente.
(iii) è necessaria e sufficiente, poiché la somma degli angoli interni di

un quadrilatero è 360o. Quindi un quadrilatero con tre angoli retti ha
necessariamente quattro angoli retti.

(iv) è necessaria e sufficiente, poiché (vedi la risposta al punto (iii)) se
ha quattro angoli uguali, devono essere tutti retti.

(v) è necessaria, ma non sufficiente.
(vi) è sufficiente, ma non necessaria.

Soluzione Esercizio 2.1.5
s̀ı = è un contresempio
no = non è un contresempio

a ⇏ b n = 2 s̀ı n = 3 no n = 4 no
a ⇏ c n = 3 no n = 30 no n = 23 s̀ı
b ⇏ a n = 7 no n = 9 s̀ı n = 21 s̀ı
b ⇏ c n = 21 s̀ı n = 15 no n = 24 no
c ⇏ a n = 17 no n = 18 s̀ı n = 2 no
c ⇏ b n = 8 s̀ı n = 22 no n = 17 no

Soluzione Esercizio 2.1.6
(i) Ogni punto appartiene ad almeno una delle due rette p, q.
(ii) Esiste almeno un numero reale x0 tale che f (x0) < 5.
(iii) Esistono a, b reali tali che f (a) ̸= f (b).
(iv) Q e P hanno al più un vertice in comune.
(v) L’equazione G (x) = 0 è priva di soluzioni, oppure ha esattamente

una soluzione, oppure ha almeno tre soluzioni (eventualmente infinite).
(vi) Esiste N0 intero positivo tale che per ogni x reale si ha f (x) < N0

oppure f (x) ≥ N0 + 1.

Soluzione Esercizio 2.1.7
(i) p non divide a e non divide b.
(ii) Esiste solo un numero finito di numeri primi, cioè possiamo scrive-

re l’insieme P di tutti i numeri primi come P = {p1, p2, . . . , pN} per qualche
intero N ∈ N, oppure come P = ∅.
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(iii) Esiste x tale che |x− x0| < δ, ma |f (x)− f (x0)| ≥ ε.
(iv) Esiste ε > 0 tale che per ogni intero n0 esiste n ≥ n0 tale che

|an − L| ≥ ε.
(v) Se p > 1 è un intero che divide due dei tre numeri a, b, c, allora p

non divide il terzo.
(vi) Se a è un intero ed esiste un intero u > 1 tale che u2 divide a,

allora a+ 1 non è divisibile per un quadrato perfetto > 1.
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Soluzione Esercizio 2.2.1
(i) Ponendo n = 1000 in (2.2.1) otteniamo

1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ 999 + 1000 =
1000 · 1001

2
= 500500 .

(ii) Applicando due volte (2.2.1) otteniamo

501 + 502 + 503 + 504 + . . .+ 999 + 1000

= (1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ 999 + 1000)− (1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ 499 + 500)

=
1000 · 1001

2
− 500 · 501

2
= 500500− 125250 = 375250 .

(iii)

2 + 4 + 6 + 8 + . . .+ 998 + 1000 = 2 (1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ 499 + 500)

= 500 · 501 = 250500 .

(iv)
Conviene riscrivere (2.2.1) usando un’altra lettera:

1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ (k − 1) + k =
k (k + 1)

2
. (3.0.1)

Ora poniamo (n+ 1) al posto di k:

1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ n+ (n+ 1) =
(n+ 1) (n+ 2)

2
.

(v) Poniamo 2n al posto di k in (3.0.1):

1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ (2n− 1) + 2n =
2n (2n+ 1)

2
= n (2n+ 1) .

(vi)

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + . . .+ (2n− 1) + (2n+ 1)

= [1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + . . .

+(2n− 2) + (2n− 1) + 2n+ (2n+ 1)]− (2 + 4 + 6 + 8 + . . .+ 2n)

=
(2n+ 1) (2n+ 2)

2
− 2 (1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ n)

= (n+ 1) (2n+ 1)− n (n+ 1) = (n+ 1) (2n+ 1− n) = (n+ 1)2 .

Soluzione Esercizio 2.2.2



61

(i) Applicando (2.2.2) con q = 1/2 e n = 10 otteniamo

1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+

1

32
+

1

64
+

1

128
+

1

256
+

1

512
+

1

1024

= 1 +
1

2
+

1

22
+

1

23
+

1

24
+

1

25
+

1

26
+

1

27
+

1

28
+

1

29
+

1

210

=

(
1

2

)0

+

(
1

2

)1

+

(
1

2

)2

+

(
1

2

)3

+

(
1

2

)4

+

(
1

2

)5

+

(
1

2

)6

+

(
1

2

)7

+

(
1

2

)8

+

(
1

2

)9

+

(
1

2

)10

=
1− (1/2)11

1− 1/2
= 2

(
1− 1

211

)
= 2− 1

210
.

(ii)

1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+

1

32
+ +

1

64
+

1

128
. . .+

1

2n−1
+

1

2n

= 1 +

(
1

2

)1

+

(
1

2

)2

+

(
1

2

)3

+

(
1

2

)4

+ . . .+

(
1

2

)n−1

+

(
1

2

)n

=
1− (1/2)n+1

1− 1/2
= 2

(
1− 1

2n+1

)
= 2− 1

2n
.

(iii)

1

32
+

1

64
+

1

128
. . .+

1

2n−1
+

1

2n

=

(
1 +

1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+

1

32
+ +

1

64
+

1

128
. . .+

1

2n−1
+

1

2n

)
−
(
1 +

1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16

)
=

(
2− 1

2n

)
− 1− (1/2)5

1− 1/2
= 2− 1

2n
− 2

(
1− 1

25

)
=

1

24
− 1

2n
.

(iv)

2

3
+

2

9
+

2

27
+

2

81
+

2

243
+ . . .+

2

3n−1
+

2

3n

= 2

(
1

3
+

1

32
+

1

33
+

1

34
+

1

35
+ . . .+

1

3n−1
+

1

3n

)
= 2

[
−1 +

(
1 +

1

3
+

1

32
+

1

33
+

1

34
+

1

35
+ . . .+

1

3n−1
+

1

3n

)]
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= 2

(
−1 +

1− (1/3)n+1

1− 1/3

)
= −2 + 3

(
1− 1

3n+1

)
= 1− 1

3n
.

(v)

2 +
2

3
+

4

9
+

8

27
+

16

81
+

32

243
+ . . .+

2n−1

3n−1
+

2n

3n

= 1 +

(
1 +

2

3
+

(
2

3

)2

+

(
2

3

)3

+

(
2

3

)4

+

(
2

3

)5

+ . . .+

(
2

3

)n−1

+

(
2

3

)n
)

= 1 +
1− (2/3)n+1

1− (2/3)
= 1 + 3

(
1− 2n+1

3n+1

)
= 4− 2n+1

3n
.

(vi)

2n −
(
1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 + . . .+ 2n−2 + 2n−1

)
= 2n −

(
1 + 2 + 22 + 23 + 24 + 25 + 26 + . . .+ 2n−2 + 2n−1

)
= 2n − 1− 2n

1− 2
= 2n + (1− 2n) = 1 .

Soluzione Esercizio 2.2.3
(i) (

1− 1

2

)(
1− 1

3

)(
1− 1

4

)(
1− 1

5

)(
1− 1

6

)(
1− 1

7

)(
1− 1

8

)
=

1

2
· 2
3
· 3
4
· 4
5
· 5
6
· 6
7
· 7
8
=

1

8
.

(ii) (
1− 1

2

)2(
1− 1

3

)2(
1− 1

4

)2

· · ·
(
1− 1

n− 1

)2(
1− 1

n

)2

=

[(
1− 1

2

)(
1− 1

3

)(
1− 1

4

)
· · ·
(
1− 1

n− 1

)(
1− 1

n

)]2
=

[
1

2
· 2
3
· 3
4
· · · · · n− 2

n− 1
· n− 1

n

]2
=

1

n2
.

(iii)

(a1 + a2 + a3)
3



63

= a31 + 3a21a2 + 3a21a3 + 3a1a
2
2 + 6a1a2a3 + 3a1a

2
3 + a32 + 3a22a3 + 3a2a

2
3 + a33 .

(iv) (
a− 1

a

)6

= a6 − 6a4 + 15a2 − 20 +
15

a2
− 6

a4
+

1

a6
.

(v)

1

a1
+

1

a2
+

1

a3
+

1

a4
+

1

a5
+

1

a6

=
a1a2a3a4a5 + a1a2a3a4a6 + a1a2a3a5a6 + a1a2a4a5a6 + a1a3a4a5a6 + a2a3a4a5a6

a1a2a3a4a5a6
.

(vi)

a1 + (a1 + a2) + (a1 + a2 + a3) + (a1 + a2 + a3 + a4)+

. . .+ (a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + . . .+ an)

= na1 + (n− 1) a2 + (n− 2) a3 + (n− 3) a4 + . . .+ 2an−1 + an .

Soluzione Esercizio 2.2.4
(i)

P 2 (x) =
(
a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + a4x

4
)2

= a20 + 2xa0a1 + x2
(
2a0a2 + a21

)
+ x3 (2a0a3 + 2a1a2) + x4

(
2a0a4 + a22 + 2a1a3

)
+x5 (2a1a4 + 2a2a3) + x6

(
2a2a4 + a23

)
+ 2a3a4x

7 + a24x
8 .

(ii)(
x2 − 1

)
P (x) =

(
x2 − 1

) (
a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + a4x

4
)

= x6a4 + x5a3 + (a2 − a4)x
4 + (a1 − a3)x

3 + (a0 − a2)x
2 − a1x− a0

(iii)

P (x+ 1) = a0 + a1 (x+ 1) + a2 (x+ 1)2 + a3 (x+ 1)3 + a4 (x+ 1)4

= a0 + a1x+ a1 + a2x
2 + 2a2x+ a2 + a3x

3 + 3a3x
2 + 3a3x+ a3

+a4x
4 + 4a4x

3 + 6a4x
2 + 4a4x+ a4

= (a0 + a1 + a2 + a3 + a4) + (a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4)x

+(a2 + 3a3 + 6a4)x
2 + (a3 + 4a4)x

3 + a4x
4 .

(iv) Ad esempio a0 = 0, a1 = −1, a2 = a3 = a4 = 0.
(v) Ad esempio a0 = 2, a1 = −3, a2 = a3 = a4 = 0.
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(vi) Infatti

P (x0) = P (4k + 1) = a0 + a1 (4k + 1) + a2 (4k + 1)2

+a3 (4k + 1)3 + a4 (4k + 1)4

= a0 + 4ka1 + a1 + 16k2a2 + 8ka2 + a2 + 64k3a3 + 48k2a3

+12ka3 + a3 + 256k4a4 + 256k3a4 + 96k2a4 + 16ka4 + a4

= a0 + a1 + a2 + a3 + a4

+4
(
ka1 + 4k2a2 + 2ka2 + 16k3a3 + 12k2a3 + 3ka3

+ 64k4a4 + 64k3a4 + 24k2a4 + 4ka4
)
.

Soluzione Esercizio 2.2.5
(i)

cos (f (x)) = cos

(
x

x− 1

)
,

definita per x ̸= 1.
(ii)

2f (x) + 3g (x) =
2x

x− 1
+ 3x+ 3

√
x ,

definita per x ∈ [0, 1) ∪ (1,+∞).
(iii)

f (g (x)) =
g (x)

g (x)− 1
=

x+
√
x

x+
√
x− 1

,

definita per x ∈ [0, 3−
√
5

2
) ∪ (3−

√
5

2
,+∞).

(iv)

g (f (x)) = f (x) +
√

f (x) =
x

x− 1
+

√
x

x− 1
, .

definita per x ∈ (−∞, 0] ∪ (1,∞).
(v)

g (g (x)) = g (x) +
√
g (x) = x+

√
x+

√
x+

√
x ,

definita per x ≥ 0.
(vi)

g
(
f 2 (x) + g2 (x)

)
= f 2 (x) + g2 (x) +

√
f 2 (x) + g2 (x)

=

(
x

x− 1

)2

+
(
x+

√
x
)2

+

√(
x

x− 1

)2

+
(
x+

√
x
)2
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=
x2

x2 − 2x+ 1
+ x2 + 2x3/2 + x+

√
x2

x2 − 2x+ 1
+ x2 + 2x3/2 + x ,

definita per x ∈ [0, 1) ∪ (1,+∞).

Soluzione Esercizio 2.3.1
Alcuni esempi di insiemi piani convessi.
Cerchi. Quadrati. Segmenti. Angoli di ampiezza non superiore a 180.
Alcuni esempi di insiemi piani non convessi.
Una circonferenza (cioè il bordo di un cerchio) non è convessa. L’unione di

due segmenti non consecutivi e con un solo punto in comune non è convessa.
Il piano privato di un punto costituisce un insieme non convesso.

Risposte.
(i) Non è vero. È sufficiente considerare due quadrati senza punti

comuni.
(ii) È vero. Siano infatti A e B convessi e siano P e Q due punti in

A ∩ B. Poiché P e Q appartengono ad A, il segmento PQ è contenuto in A
per l’ipotesi di convessità di A. Per lo stesso motivo PQ è contenuto in B.
Dunque PQ ⊆ A ∩B e quindi A ∩B è convesso.

(iii) Non è vero. Un semipiano (comprendente o meno la retta al
bordo) è convesso e il suo complementare (ancora un semipiano) pure.

(iv) Non sempre. Ad esempio il quadrato nella Figura 3.7 è unione
di due insiemi non convessi.

Figura 3.7

(v) È vero. La retta è un insieme convesso, e quindi dal punto (ii)
sappiamo che la sua intersezione con un insieme convesso (e limitato) è ancora
un insieme convesso e limitato. Inoltre l’intersezione deve essere contenuta
nella retta, e solo i segmenti sono sottoinsiemi convessi limitati di una retta.

(vi) È vero. Basta fissare un vertice e tracciare tutte le diagonali che
partono da quel vertice. Se il poligono ha N lati otteniamo N − 2 triangoli.
Vedi la Figura 3.8.
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P

A

B

C

D

Figura 3.8

Soluzione Esercizio 2.3.2
Alcuni esempi di numeri privi di quadrati.
3. 5. 14. 51. 110.
Alcuni esempi di numeri non privi di quadrati.
104 (poiché 104 = 4 · 26, e 4 è un quadrato). 27 (poiché 27 = 9 · 3, e 9 è

un quadrato). 50 (poiché 50 = 25 · 2, e 25 è un quadrato).
Risposte.
(i) Non è vero. Ad esempio, 6 e 15 sono privi di quadrati, ma il loro

prodotto 90 non lo è, poiché 90 = 9 · 10.
(ii) Non è vero. Ad esempio, 3 e 15 sono privi di quadrati, ma la loro

somma 18 non lo è, poiché 18 = 9 · 2.
(iii) È vero. Se infatti p · q fosse divisibile per a2 > 1, allora né p né

q potrebbero essere divisibili per a2 poiché primi, e non potrebbero essere
entrambi divisibili per a poiché primi distinti.

(iv) Se a è privo di quadrati, allora anche ogni suo divisore b è privo
di quadrati. Infatti sia a = b ·c e per assurdo sia b = ℓ2 ·d (con ℓ > 1). Allora
a = ℓ2 · d · c, e quindi a non è privo di quadrati.

(v) È vero. Se a non è privo di quadrati, allora possiamo scrivere
a = ℓ2 · b, con ℓ > 1. Quindi a non è primo.

(vi) È vero. Se il prodotto di due numeri è privo di quadrati, allora
i due numeri sono privi di divisori positivi comuni diversi da 1. Infatti, se a
e b non sono privi di divisori comuni possiamo scrivere a = ℓ ·m e b = ℓ · n
(con ℓ > 1); allora a · b = ℓ2 ·m · n non è privo di quadrati, contro l’ipotesi.

Soluzione Esercizio 2.3.3
Alcuni esempi di punti visibili dall’origine.
(2, 3) , (−1, 10) , (0, 1) , (18, 55).
Alcuni esempi di punti del piano a coordinate intere nel piano cartesiano

non visibili dall’origine.
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(2, 4) , (−3, 81) , (3, 0) , (18, 56). Tra questi punti e l’origine troviamo ad
esemoui rispettivamente i punti (1, 2) , (−1, 27) , (1, 0) , (9, 28).

Risposte.
(i) È vero. Proviamo il “se”. Supponiamo a e b primi tra loro e, per

semplicità, a > 0 e b > 0. La retta passante per l’origine e per il punto
P = (a, b) ha equazione bx− ay = 0. Se P = (a, b) non è visibile dall’origine
esiste Q = (c, d) compreso tra P e l’origine, quindi con 0 < c < a e bc = ad
(perché (c, d) deve appartenere alla retta bx−ay = 0). Poiché c < a, il numero
a non può dividere c. Allora l’uguaglianza bc = ad implica l’esistenza di un
divisore di a che divide b. Contro l’ipotesi che a e b siano primi tra loro.
Proviamo il “solo se”. Se a e b non sono primi tra loro esistono un intero
d > 1 e due interi α, β tali che P = (a, b) = (dα, dβ). Allora il punto (α, β)
è intero e sta sul segmento OP . Quindi (a, b) non è visibile dall’origine.

(ii) Non è vero. Ad esempio (2, 3) e (4, 1) sono visibili dall’origine,
ma la loro somma (6, 4) non lo è.

(iii) È vero ed è ovvio.
(iv) È vero poiché (vedi il punto (i)) a ed 1 sono primi tra loro.
(v) Non è vero. Ad esempio (5, 7) è visibile dall’origine, ma (6, 8) no.
(vi) È vero poiché (vedi ancora il punto (i)) a e a + 1 non hanno

divisori comuni maggiori di 1. Infatti, se d > 1 divide a, allora scriviamo
a = sd e il prossimo multiplo di d è

(s+ 1) d = sd+ d = a+ d > a+ 1 .

Soluzione Esercizio 2.3.4
Alcuni esempi di funzioni strettamente crescenti.

f (x) = x . g (x) = 3
√
x . h (x) =

{
x se x ≤ 0
2x+ 1 se x > 0

.

Alcuni esempi di funzioni non strettamente crescenti.

i (x) = x2 . j (x) = −x . k (x) =

{
x se x ≤ 0
2 se x > 0

.

Risposte.
(i) È vero. Infatti, siano f (x) e g (x) strettamente crescenti su R.

Allora, se x0 < x1 abbiamo f (x0) < f (x1) e g (x0) < g (x1). Sommando
otteniamo

f (x0) + g (x0) < f (x1) + g (x1) ,

cioè anche la funzione f (x) + g (x) è strettamente crescente.
(ii) Non è vero. f (x) = x è strettamente crescente, ma f (x) ·f (x) =

x2 no.
(iii) Non è vero. Qualsiasi sia f (x) strettamente crescente, la diffe-

renza f (x)− f (x) = 0 non è strettamente crescente.
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(iv) È vero. Infatti una funzione è iniettiva se x0 ̸= x1 implica
f (x0) ̸= f (x1), e f (x0) < f (x1) implica f (x0) ̸= f (x1).

(v) Non è vero. Ad esempio f (x) = 2x.
(vi) È vero. Infatti, se x0 < x1 abbiamo f (x0) < f (x1) e quindi

(essendo f positiva) 1
f(x0)

> 1
f(x1)

; quindi −1
f(x0)

< −1
f(x1)

e dunque −1/f è
strettamente crescente.

Soluzione Esercizio 2.3.5
Alcuni esempi di numeri congrui a 1 modulo 4.
5, −3, 25, 101.
Alcuni esempi di numeri non congrui a 1 modulo 4
−5, 3, 20, 102.
Risposte.
(i) Non è vero. Ad esempio 5 e 9 sono congrui a 1 modulo 4, ma la

loro somma 14 non lo è. Di più, non è mai vero; infatti se a = 4h + 1 e
b = 4k + 1, allora

a+ b = 4 (h+ k) + 2

non è congruo a 1 modulo 4.
(ii) È vero. Infatti, se a = 4h+ 1 e b = 4k + 1, allora

ab = (4h+ 1) (4k + 1) = 16hk + 4h+ 4k + 1 = 4 (4hk + h+ k) + 1 .

(iii) Non è vero. Ad esempio 5 è congruo a 1 modulo 4, ma −5 no.
Infatti −5 = −8+3 = 4 (−2)+3. Di più, non è mai vero; infatti se a = 4h+1,
allora

−a = −4h− 1 = −4 (h+ 1) + 4− 1 = 4 (−h− 1) + 3 .

(iv) Non è vero. Ad esempio 11 è primo, ma non è congruo a 1 modulo
4.

(v) È vero. Infatti ogni numero dispari ℓ può essere scritto nella forma
ℓ = 2s+ 1 e allora

ℓ2 = (2s+ 1)2 = 4s2 + 4s+ 1 = 4
(
s2 + s

)
+ 1 .

(vi) Non è vero. Infatti, se a = 4h + 1 e b = 4k + 1, allora, vedi il
punto (i), abbiamo

a+ b = 4 (h+ k) + 2 .

Quindi solo i numeri pari della forma 4s + 2 sono scrivibili come somma di
due numeri congrui a 1 modulo 4. Gli altri (ad esempio 0, 4, 8, 12, . . .) no.

Soluzione dell’Esercizio 2.4.1
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A
B=N

C=P

M

Figura 3.9

Critiche. Il passaggio in cui si dice che AB ≤ MN è sbagliato, come
mostra la Figura 3.9. L’idea di usare la disuguaglianza triangolare sui lati di
ABC è però buona e va solo usata con più cura, come nella dimostrazione
che segue.

Dimostrazione corretta.
Sia ABC il triangolo. Prolunghiamo, vedi la figura, il lato CA dalla parte

di A, il lato AB dalla parte di B e il lato BC dalla parte di C. Indichiamo
rispettivamente con M , N , P i punti in cui questi prolungamenti incontrano
il bordo del poligono, che viene in questo modo suddiviso in tre spezzate
distinte: MN , NP e PM . Vedi la Figura 3.10. Applicando la disuguaglianza

A

B

C
M

N

P

Figura 3.10

triangolare otteniamo

AN = AB +BN ≤ AM +MN
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BP = BC + CP ≤ BN +NP

CM = CA+ AM ≤ CP + PM ,

cioè

AB ≤ AM+MN−BN , BC ≤ BN+NP−CP , CA ≤ CP+PM−AM .

Sommando queste ultime disuguaglianze otteniamo la tesi:

AB +BC + CA ≤ MN +NP + PM .

Soluzione dell’Esercizio 2.4.2
Critiche. Se proseguiamo dove la dimostrazione si era interrotta osser-

viamo che b è dispari (b = 2c+ 1) e quindi

2n−2 = 7 (2c+ 1) + 5 = 14c+ 12

2n−3 = 7c+ 6 .

Non è quindi vero che il resto è sempre dispari! Tuttavia, proseguendo di un
altro passo, si vede come “aggiustare” la dimostrazione, nel modo seguente.

Dimostrazione corretta. Supponiamo per assurdo che esistano n e h
interi positivi tali che

2n + 1 = 7h ,

allora h è dispari (h = 2a+ 1, con a ≥ 0) e quindi

2n = 7 (2a+ 1)− 1 = 14a+ 6

2n−1 = 7a+ 3 .

Anche a è dispari (a = 2b+ 1, con b ≥ 0) e allora

2n−1 = 7 (2b+ 1) + 3 = 14b+ 10

2n−2 = 7b+ 5 .

Di conseguenza b è dispari (b = 2c+ 1, con c ≥ 0) e quindi

2n−2 = 7 (2c+ 1) + 5 = 14c+ 12

2n−3 = 7c+ 6 .

Adesso c dev’essere pari (c = 2d, con d ≥ 0) e quindi

2n−3 = 7 (2d) + 6 = 14d+ 6

2n−4 = 7d+ 3 ,
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ricadendo cos̀ı nel primo caso. Quindi alla fine otteniamo

2 = 7z + (3 oppure 5 oppure 6) ,

che è in ogni caso impossibile.

Soluzione dell’Esercizio 2.4.3
Critiche. La prima parte della dimostrazione è corretta. Nella seconda

bisogna dimostrare che a e b non possono essere entrambi dispari. Poi, per
dedurre che 1

2
(c+ a) e 1

2
(c− a) sono quadrati bisogna prima provare che

mcd
(
1
2
(c+ a) , 1

2
(c− a)

)
= 1. Infine non è stato provato che u e v hanno

parità opposta.
Dimostrazione corretta. Mostriamo innanzitutto che a e b hanno

parità opposte. Infatti, essendo a2 + b2 = c2 e mcd(a, b, c) = 1, abbiamo

mcd(a, b) = mcd(a, c) = mcd(b, c) = 1 .

Quindi a e b non possono essere entrambi pari. Inoltre non possono essere
entrambi dispari perché se fosse a = 2h + 1 e b = 2k + 1 avremmo c pari
(c = 2r) e

(2h+ 1)2 + (2k + 1)2 = 4r2 ,

cioè
4
(
h2 + k2 + h+ k

)
+ 2 = 4r2 ,

che è impossibile. Diciamo quindi a dispari, b pari e c dispari. Allora 1
2
(c+ a)

e 1
2
(c− a) sono coprimi (se fosse 1

2
(c+ a) = rp and 1

2
(c− a) = sp (con

p > 1), allora c = (r + s) p e a = (r − s) p non sarebbero coprimi). Allora

1

2
(c+ a)

1

2
(c− a) =

1

4

(
c2 − a2

)
=

(
1

2
b

)2

.

Quindi i numeri coprimi 1
2
(c+ a) e 1

2
(c− a) devono essere quadrati ed esi-

stono interi coprimi u e v tali che

u2 =
1

2
(c− a) , v2 =

1

2
(c+ a) .

Allora u2 + v2 = c è dispari e quindi u + v è dispari. Inoltre v2 − u2 = a e
allora

b2 = c2 − a2 =
(
u2 + v2

)2 − (v2 − u2
)2

= 4u2v2 ,

cioè b = 2uv.

Soluzione dell’Esercizio 2.4.4
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Critiche. Le disuguaglianze sono sbagliate, ad esempio, 1/4 non è mag-
giore di 1/3, 1/6 non è maggiore di 1/5, etc.

Dimostrazione corretta. Scriviamo

1 +1
2

+1
3

+1
4

+1
5

+1
6

+1
7

+1
8

+1
9

+ 1
10

+ 1
11

+ 1
12

+ 1
13

+ 1
14

+ 1
15

+ 1
16

+ . . .

> 1 +1
2

+1
4

+1
4

+1
8

+1
8

+1
8

+1
8

+ 1
16

+ 1
16

+ 1
16

+ 1
16

+ 1
16

+ 1
16

+ 1
16

+ 1
16

+ . . .

= 1 +1
2

+(1
4

+1
4
) +(1

8
+1

8
+1

8
+1

8
) +( 1

16
+ 1

16
+ 1

16
+ 1

16
+ 1

16
+ 1

16
+ 1

16
+ 1

16
) + . . .

= 1 +1
2

+1
2

+1
2

+1
2

+ . . .

Quindi continuiamo ad aggiungere 1/2. In questo modo prima o poi supe-
riamo K.

Soluzione dell’Esercizio 2.4.5
Critiche. L’esistenza di n per il quale

√
n+ 1 −

√
n < 1

1000
è da dimo-

strare. La disuguaglianza
√
n+ 1 −

√
n < 1

1000
non implica che

√
n+ 1 e√

n differiscano per la quarta cifra dopo la virgola (lo implicherebbe la disu-
guaglianza

√
n+ 1−

√
n > 1

1000
). Quando si dice Continuando ad aggiungere

0, 0001 si arriva ... si suppone che la disuguaglianza
√
n+ 1 −

√
n < 1

1000

sia vera non per un certo n, ma per tutti gli n da un certo posto in avanti.
Questo però è da dimostrare.

Dimostrazione corretta. Osserviamo innanzitutto che
√
n diventa

arbitrariamente grande al crescere di n. Inoltre

√
n+ 1−

√
n =

(√
n+ 1−

√
n
) (√

n+ 1 +
√
n
)

√
n+ 1 +

√
n

=
1√

n+ 1 +
√
n

<
1

2
√
n
≤ 1

1000

se
√
n ≥ 500, cioè n ≥ 250000. In altri termini, per n ≥ 250000 la distanza

tra
√
n+ 1 e

√
n è minore di 1/1000. Dunque i numeri 500 =

√
250000,√

250001,
√
250002, . . . aumenteranno fino ad arrivare “vicini” ai numeri della

forma 500, 777 · · · Non potranno però evitare i tre 7 subito dopo la virgola,
poiché per passare da un numero come 500, 776 · · · (quindi non superiore a
500, 777) ad un altro come 500, 778 · · · (quindi non inferiore a 500, 778) è
necessario un salto maggiore o uguale a 0, 001 = 1/1000, che, come abbiamo
visto, le nostre radici non possono fare.

Soluzione dell’Esercizio 2.5.1
Un esempio familiare è costituito da un’equazione di secondo grado della

forma x2 + bx + c = 0, con b, c interi e c ̸= 0. Sappiamo che la somma delle
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radici è uguale a b, quindi se una soluzione è intera, allora lo è anche l’altra.
Inoltre il prodotto delle radici è uguale a c. Dunque entrambe dividono c.

L’idea della dimostrazione è di supporre che un certo numero intero q
sia soluzione e sostituirlo nell’equazione; quindi porre a0 da una parte del-
l’uguale e tutti gli altri termini dall’altra. Si osserva che q divide tutti i
termini di grado non inferiore a 1 e dunque anche la loro somma a sinistra
dell’uguaglianza. Se ne deduce che divide a0.

Soluzione dell’Esercizio 2.5.2 L’idea della soluzione è abbastanza sem-
plice: basta osservare che per ogni intero pari n i due numeri n · (n+ 2) e
(n+ 1)2 sono consecutivi e contengono quadrati.

La soluzione è facile, ed è anche facile da ricordare, ma vale la pena
di cercare di capire come può essere venuta alla mente. A tutti noi capita
a volte di non sapere come partire in un ragionamento, ma spesso è solo la
pigrizia che ci impedisce di iniziare a scrivere e osservare esempi, fino a capire
- spesso - cosa succede nel caso generale. E anche se non l’avremo capito, il
considerare esempi non sarà stato tempo perso. Tornando all’esercizio, questo
significa che se ci avessero posto il problema, senza la soluzione, sarebbe stato
ragionevole partire scrivendo e guardando i primi esempi di coppie di numeri
consecutivi contenenti quadrati:

8 = 2 · 4 9 = 32 ■
24 = 4 · 6 25 = 52 ■
27 = 3 · 9 28 = 4 · 7
44 = 4 · 11 45 = 5 · 9
48 = 6 · 8 49 = 72 ■
63 = 7 · 9 64 = 82

75 = 3 · 25 76 = 4 · 19
80 = 8 · 10 81 = 92 ■

Notiamo che la prima, seconda, quinta e ottava coppia seguono lo stesso
schema: il primo numero è il prodotto di due numeri pari che hanno differenza
2, mentre il secondo è il quadrato del numero compreso tra i due. È a questo
punto naturale investigare se questo schema funziona in generale, cioè se è
vero che, dato un intero positivo pari n, i due numeri n · (n+ 2) e (n+ 1)2

sono consecutivi. È immediato verificare che è cos̀ı. Inoltre (n+ 1)2 contiene
quadrati (ovviamente!), mentre n · (n+ 2) è prodotto di due numeri pari, e
quindi è divisibile per 4. Notiamo che non tutti gli esempi elencati rientrano
nello schema proposto (ad esempio, 27 e 28).

Soluzione dell’Esercizio 2.5.3
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Figura 3.11

Mostrare l’impossibilità del ricoprimento può sembrare a priori molto
difficile, se non viene subito l’idea della dimostrazione, in quanto il numero
di ricoprimenti possibili è elevato.

La dimostrazione appare di una semplicità sconcertante. Si ragiona per
assurdo supponendo che il ricoprimento delle 62 caselle sia possibile dispo-
nendo opportunamente 31 tasselli rettangolari. L’idea principale è colorare
le caselle come su una scacchiera, il che fa balzare all’occhio qualcosa che
altrimenti poteva sfuggire: le caselle tolte sono dello stesso colore, mentre
ogni tassello ricopre due caselle adiacenti, quindi necessariamente con colori
diversi. Questo richiede la presenza di 31 caselle chiare e 31 caselle scure. Si
ottiene cos̀ı una contraddizione.

Proviamo a domandarci nuovamente come viene può essere venuta alla
mente una dimostrazione di questo tipo.

Sappiamo che può essere utile osservare dei casi particolari (se ad esem-
pio, un enunciato riguarda un generico numero naturale n, è bene vedere
cosa succede per qualche valore basso di n, per il quale l’enunciato è forse
direttamente verificabile). Cosa puo voler dire questo per il problema della
scacchiera? Qui non vediamo un parametro di cui può essere utile, all’inizio,
considerare un valore fissato, né si parla di una figura geometrica (un trian-
golo, un trapezio, ...) di cui può essere significativo studiare inizialmente un
caso particolare (ad esempio supponendolo isoscele ...). Tuttavia, dopo un
esame attento, quello che abbiamo appena detto non appare più vero. Infatti
l’ipotesi che la scacchiera sia 8×8 non entra nella dimostrazione, che in realtà
vale per ogni scacchiera (2n) × (2n) (solo le scacchiere con un numero pari
di quadratini sono ricopribili con tasselli di domino).

Sarebbe stato ragionevole studiare il problema su una scacchiera con po-
che caselle. Il caso 2×2 è troppo banale. Invece il caso 4×4 è già significativo.
Vedi la Figura 3.11: Conviene effettuare alcuni tentativi, come quelli nella
Figura 3.12 Ora è più facile osservare che le caselle che restano scoperte sono
entrambe nere.
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Figura 3.12

Non sempre le idee semplici sono le più facili da scoprire. La semplicità
a volte è un punto d’arrivo faticosamente raggiunto, imparando un po’ alla
volta a vedere l’essenziale, oltre l’apparente complicazione del problema.

Mostrare la semplicità di ciò che appare complesso e la com-
plessità di ciò che appare semplice. Zhu Xiao-Mei, Il pianoforte
segreto, Boringhieri (2012).

Soluzione dell’Esercizio 2.5.4
La prima idea consiste nel mettere in fila non i numeri razionali, ma le

frazioni (anche se sono “di più”, a causa dei vari modi di scrivere un razio-
nale, 1

2
= 2

4
= . . .). Per mettere in fila le frazioni, consideriamo una tabella

infinita e disponiamo nella prima riga quelle con denominatore 1, alternando
le positive e le negative, nella seconda riga quelle con denominatore 2, e cos̀ı
via. Infine percorriamo la tabella verso destra e verso il basso muovendoci
su diagonali di lunghezza sempre maggiore. Questo ci dà un criterio con
cui numerare i posti in cui abbiamo collocato le frazioni, e quindi far corri-
spondere ad ogni frazione un numero naturale. Poiché le righe hanno infiniti
termini, non avremmo potuto dire “percorriamo la prima riga, poi la seconda
...”. (Per capire perché, domandiamoci: procedendo cos̀ı, che numero intero
avremmo associato alla frazione 1

2
?).

Perché abbiamo preso le frazioni invece dei numeri razionali, cioè le fra-
zioni semplificate? Perché è più semplice mettere in ordine tutte le frazioni
come abbiamo fatto nella tabella.

Osserviamo che il modo in cui sono stati messi in fila i razionali nella
dimostrazione del Teorema non ha nulla a che fare con l’usuale ordinamento
dei numeri razionali, e non potrebbe averlo, poiché sappiamo che tra due
razionali distinti ne esistono infiniti altri (presi a < b in Q basta considerare
c = a+b

2
e quindi d = a+c

2
, etc.) e quindi non esiste il successivo di un razionale

secondo l’usuale ordinamento della retta.
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Soluzione dell’Esercizio 2.5.5

L’enunciato e la dimostrazione dovrebbero essere verificate su qualche
esempio, ad esempio α = 5 e β = 8. Ripetiamo la tabella della dimostrazione
in questo caso particolare ed e videnziamo in grassetto in ciascuna colonna
il multiplo di 8 più piccolo.



0 1 2 3 4
5 6 7 8 9
10 11 12 13 14
15 16 17 18 19
20 21 22 23 24
25 26 27 28 29
30 31 32 33 34
35 36 37 38 39
...

...
...

...
...


Verifichiamo inoltre che i numeri non scrivibili come 5j +8k sono i seguenti.

1 2 3 4
6 7 9
11 12 14

17 19
22
27

In questo caso

αβ − α− β = 27

e osserviamo che 27 è il numero sopra il più grande numero in grassetto.

Il precedente argomento può essere immediatamente usato per dimostrare
un altro risultato.

Teorema Siano α, β primi tra loro. Allora per ogni intero n esistono
j, k interi tali che

jα + kβ = n .

Dimostrazione. Aggiungendo alla tabella (2.5.2) le infinite righe
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contenenti gli interi negativi scriviamo



...
...

...
...

. . .
...

−3α −3α + 1 −3α + 2 −3α + 3 . . . −2α− 1
−2α −2α + 1 −2α + 2 −2α + 3 . . . −α− 1
−α −α + 1 −α + 2 −α + 3 . . . −1
0 1 2 3 . . . α− 1
α α + 1 α + 2 α + 3 . . . 2α− 1
2α 2α + 1 2α + 2 2α + 3 . . . 3α− 1
3α 3α + 1 3α + 2 3α + 3 . . . 4α− 1
...

...
...

...
. . .

...



ed abbiamo ancora uno dei numeri 0, β, 2β, . . . , (α− 1) β in ciascuna co-
lonna. Sia ora n ∈ Z, allora n si trova da qualche parte nella tabella, di-
ciamo nella colonna di uβ (0 ≤ u ≤ α − 1). Poiché muoversi in verticale
significa aggiungere o togliere multipli di α, abbiamo concluso anche questa
dimostrazione.

Soluzione dell’Esercizio 2.5.6

La dimostrazione del teorema di Pappo è abbastanza corta e probabilmen-
te facile da “ripetere”. L’idea della dimostrazione è tutta nella costruzione
geometrica. Il prolungamento del segmento HA separa la figura in due parti.
Consideriamo quella di destra (quella di sinistra è analoga). Bisogna dimo-
strare che i parallelogrammi HPBA, AFGB e KBNL hanno la stessa area.
Per questo osserviamo che HPBA e AFGB hanno la base AB in comune
e la stessa altezza. Inoltre HPBA e KBNL hanno la stessa base (BN è
congruente e parallelo a PB) e la stessa altezza.

Verifichiamo il teorema su un paio di esempi.

Primo esempio. ABC è un triangolo equilatero e come parallelogrammi
su AB e BC scegliamo due quadrati (congruenti tra loro poiché il triangolo
è equilatero). Otteniamo la Figura 3.13. Il teorema di Pappo dice che l’area
del rettangolo CBNM è uguale alla somma delle aree dei quadrati AFGB
e ACBE (che sono uguali). Basta quindi provare che la lunghezza di BN è
doppia della lunghezza di AB. Infatti l’angolo EAF misura

360◦ − 90◦ (HEA) − 90◦ (HFA) − 60◦ (CAB) = 120◦ .
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Figura 3.13

Quindi l’angolo HAF misura 60◦. Allora la lunghezza di HA è doppia della
lunghezza di AF . Essendo HA e BN congruenti, questo completa la verifica
del teorema di Pappo per il caso di un triangolo equilatero.
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Secondo esempio. ABC è un triangolo rettangolo in A e come parallelo-
grammi su AB e BC scegliamo due quadrati. La Figura 3.14 suggerisce che
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Figura 3.14

il teorema di Pitagora è un caso particolare del teorema di Pappo. Bisogna
dimostrare che HA è congruente e perpendicolare a CB. Infatti i triangoli
HEA e ABC sono congruenti, mentre l’angolo AKB è retto poiché gli angoli
KAB e HAE sono congruenti, e lo stesso vale per gli angoli ABC e EHA.

Dunque dal teorema di Pappo si può dedurre il teorema di Pitagora.
Questo ovviamente non significa che dal teorema di Pitagora si possa dedurre
il teorema di Pappo. Sappiamo infatti usualmente che da un caso particolare
non si può dedurre il caso generale.

In questi appunti abbiamo però osservato più volte che osservando at-
tentamente un opportuno caso particolare possiamo capire come dimostrare
il caso generale. Tornando al nostro esempio, la seguente dimostrazione del
teorema di Pitagora è un buon suggerimento per ottenere la dimostrazione
del teorema di Pappo.

Una dimostrazione del teorema di Pitagora. Osserviamo la
congruenza dei triangoli ABC e BDE nella Figura 3.15, da cui segue che
ciascuno dei due parallelogrammi evidenziati ha la stessa area sia di uno dei
quadrati costruiti sui cateti che di uno due rettangoli in cui è stato scomposto
il quadrato costruito sull’ipotenusa.
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Figura 3.15

Questa dimostrazione, con l’idea di costruire dei parallelogrammi “inter-
medi” tra i quadrati costruiti sui cateti e i due rettangoli in cui abbiamo
suddiviso il quadrato sull’ipotenusa, è un buon suggerimento per ottenere
la dimostrazione del teorema di Pappo. Infatti adattando questa idea alla
Figura 2.1, otteniamo la dimostrazione del teorema di Pappo che abbiamo
visto all’inizio.
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