CORSO DI ELEMENTI DI MATEMATICA (Roberto Paoletti)

OBIETTIVI DEL CORSO: 

Prima parte (calcolo combinatorio):  Nella prima parte del corso, lo studente apprende come enumerare le possibili scelte in svariate situazioni. Il filo conduttore di questa parte e’ il principio di moltiplicazione. Gli argomenti affrontati sono i seguenti:

1. Principio di moltiplicazione: se una scelta si decompone in una successione di passi indipendenti, il numero di possibili scelte e’ il prodotto dei numeri di scelte che si possono fare a ogni passo; primo obiettivo del corso e’ familiarizzare con questo principio e imparare ad applicarlo con immediatezza; 

2. Prodotto Cartesiano: quando una scelta si compie in più passi indipendenti, l’insieme delle possibili scelte e’ descritto dal prodotto Cartesiano degli insiemi delle scelte disponibili a ogni passo; lo studente e’ portato a questa formulazione lievemente più astratta e generale del principio di moltiplicazione perché una volta assimilata rende immediata la descrizione matematica di molte situazioni.

3. Insieme delle parti: molte delle scelte che si presentano in concreto sono quelle di un sottoinsieme di un insieme dato. Viene quindi introdotta la nozione di insieme delle parti (collezione di tutti i sottoinsiemi di un insieme dato), di insieme delle parti con un numero fissato di elementi e di partizione. L’obiettivo e’ saper rispondere a domande del tipo: in quanti modi si possono scegliere due oggetti distinti (ad esempio) da un insieme, poniamo, di 10 elementi? oppure: quante parole di 10 lettere si possono scrivere con le lettere a,b,c,d nelle quali una lettera compare 4 volte, un’altra 3, un’altra 2, un’altra 1? eccetera.

4. Sottoinsiemi ordinati e partizioni ordinate: spesso nel fare una scelta e’ fondamentale tenere conto dell’ordine in cui i vari passi sono stati fatti. Per questo viene introdotta la nozione di sottoinsieme ordinato e di partizione ordinata. Ad esempio, lo studente impara a rispondere a domande del tipo:  in quanti modi si può scegliere una coppia ordinata di oggetti da un insieme di 10 elementi? quante parole di 10 lettere si possono scrivere con le lettere a,b,c,d nelle quali la a compare 4 volte, la b 3, la c 2, la d 1? eccetera.

Seconda parte (calcolo della probabilità): Nella seconda parte, lo studente viene introdotto alla nozione di probabilità e di spazio di probabilità. Lo scopo e’ apprendere a modellare probabilisticamente varie situazioni, in modo da esprimere un pronostico sui possibili esiti in base a vari tipi di informazioni date a priori. Gli argomenti affrontati sono i seguenti:

1. Interpretazione frequenzistica della probabilità e nozione di percentuale: lo studente impara a tradurre l’informazione numerica data dalla probabilità di un certo evento in un’affermazione riguardante la frequenza con cui questo evento si verifica in un numero molto grande di casi e ad esprimere tale affermazione in termini ci percentuali;

2. nozione di spazio di probabilità (finito): questa formulazione, lievemente più astratta, è importante per la sua flessibilità. Una volta familiarizzatala, lo studente é in grado di formulare un modello probabilistico di svariate situazione e di trarne informazioni quantitative;

3. probabilità di un sottoinsieme: lo studente impara a determinare la probabilità che l’esito di un certo processo avvenga all’interno di una certa collezione di eventi possibili. Ad esempio, prelevando a caso 20 biglie da un’urna che ne contiene 40, di cui 20 bianche 20 nere, qual’é la probabilità che ne vengano estratte esattamente 10 nere? 

4. Probabilità di spazi prodotto: quando un processo si può decomporre in più sottoprocessi indipendenti, lo spazio di probabilità del processo complessivo e’, in senso opportuno, il prodotto degli spazi di probabilità dei sottoprocessi. Lo studente impara ad applicare questo principio in situazioni concrete, cosi’ da rispondere, ad esempio, a domande del tipo: se la probabilità che la squadra A batta la squadra B e’ 0.3, la probabilità che la squadra C batta la squadra D e’ 0.5 e quella che la squadra E batta la squadra F e’ 0.7, qual’é la probabilità che in una giornata di campionato la squadra A batta la B, la C perda contro la D e la F vinca contro la E? Se due amici vanno dal rifugio A al rifugio B e dal rifugio B al rifugio A, rispettivamente, e possono scegliere indipendentemente tre possibili  sentieri, con certe probabilità di scelta assegnate, qual’é la probabilità che si incontrino lungo il cammino?

5. Un’applicazione dello stesso principio é al caso delle prove ripetute e indipendenti: se la squadra A incontra la B 10 volte, qual’é la probabilità che vinca esattamente 4 volte? Se i due amici fanno la stessa passeggiata 7 volte, qual’é la probabilità che si incontrino esattamente 4 volte?

6. Probabilità condizionata e partizioni: il pronostico su un certo evento può essere condizionato da un’informazione supplementare sugli esiti possibili. Per esempio, la probabilità che un elettore preso a caso voti per il partito tale é diversa se veniamo informati che tale elettore  proviene dal Mugello piuttosto che da Treviso. Lo studente impara a rispondere a domande del tipo: se un tale ha quattro figli, qual’è la probabilità che almeno tre siano maschi se sappiamo che il secondo lo è? se in una città il 30% dei cittadini sono musulmani e i restanti buddhisti, e se sono vegetariani il 5% dei musulmani e il 60% dei buddhisti, qual’é la percentuale di vegetariani tra gli abitanti della città?

7. probabilità di eventi composti: se sappiamo separatamente le probabilità di due (o più) classi di eventi e quella che si verifichi un evento in almeno una delle classi, possiamo stimare la probabilità che un evento ricada in entrambe le classi. Ad esempio, lo studente impara a rispondere a domande del tipo: se la probabilità che un attore di Hollywood abbia fatto un trapianto di capelli è 0.5, quella che abbia fatto un lifting è 0.3 e quella che si sia sottoposto ad almeno uno dei due trattamenti è 0.6, qual’è la probabilità che si sia sottoposto a entrambi?

8. Teorema di Bayes: in certe situazioni, note che siano certe probabilità condizionate é importante determinare le probabilità condizionate nelle quali il ruolo dell’informazione a priori e dell’esito finale sono scambiati. Per esempio, lo studente impara  a rispondere a una domanda del tipo: se, nella situazione di cui al punto 6, sappiamo che un certo abitante e’ vegetariano, qual’é la probabilità che sia musulmano?

CORSO DI FONDAMENTI DI MATEMATICA (Roberto Paoletti)

OBIETTIVI DEL CORSO:

Lo scopo del corso è introdurre lo studente alle tecniche di base del calcolo differenziale. Particolare enfasi viene data alle funzioni esponenziale e logaritmo e alla crescita esponenziale. 

1. Piano Cartesiano: lo studente apprende ad associare a una coppia ordinata di numeri reali un punto del piano Cartesiano, a determinare l’equazione di una retta passante per due punti e il fascio di rette per un punto e a stabilire, date le equazioni di due rette, se queste sono parallele, incidenti o ortogonali. 

2. Insiemi, funzioni e grafi: come associare a una funzione il suo grafo e a tradurre proprietà della funzione, come l’essere costante, iniettiva o suriettiva, in appropriate caratteristiche del grafo. La nozione di funzione composta e funzione inversa.

3. Funzioni reali di variabile reale e i loro grafi: la nozione di funzione crescente o decrescente e le corrispondenti caratteristiche del grafo. Lo studente impara inoltre a descrivere l’effetto sul grafo di una funzione di operazioni come la dilatazione o la traslazione e quindi a rispondere a domande del tipo: noto che sia il grafo di una funzione f, come è fatto il grafo della funzione 2f(x-3)+2? 

4. introduzione di alcune classi notevoli di funzioni: polinomi, funzioni razionali, esponenziali, logaritmi e le loro composizioni.

5. Limiti: lo studente viene introdotto, in modo abbastanza informale, alla nozione di limite e apprende a determinare il limite agli estremi del dominio di definizione delle funzioni di cui al punto precedente.

6. Disuguaglianze: lo studente impara a determinare il luogo della retta reale nel quale è definita e soddisfatta una disuguaglianza i  cui termini sono dati da funzioni nella classe descritta al punto 4.

7. Crescita esponenziale: una parte importante del corso è dedicata allo studio della crescita esponenziale e a come tradurre un’informazione su un tasso di crescita in una descrizione analitica dell’evoluzione di una certa quantità. Lo studente impara a rispondere a domande del tipo: se in una certa popolazione il 40% degli abitanti sono musulmani e i restanti cristiani, e se il tasso di crescita del numero dei musulmani è del 3% annuo e quello dei cristiani l’1.5%, tra quanto tempo i musulmani supereranno in numero i cristiani? Se in una popolazione che cresce al ritmo del 5% annuo la percentuale di analfabeti diminuisce al ritmo del 2% annuo, tra quanti anni il numero di analfabeti in tale popolazione sarà raddoppiato? Tra quanti anni la percentuale di analfabeti sarà dimezzata?

8. Retta tangente al grafo e derivata prima: la nozione di derivata prima viene introdotta in modo intuitivo, come la pendenza della retta tangente al grafo. Vengono quindi date una serie di regole pratiche su come calcolarla, che permettono allo studente di determinare la derivata di tutte le funzioni introdotte.

9. Derivata e crescenza: lo studente impara a determinare gli intervalli di monotonia di una funzione dal calcolo della derivata.

10. Studio qualitativo del grafo di una funzione: lo studente impara a tracciare il grafo di una funzione data la sua forma analitica, riconoscendone il dominio, il segno, le intersezioni con gli assi, i limiti agli estremi del dominio, gli intervalli di monotonia e i punti di massimo e minimo relativi. 

