Correzione Compitino 30/11/2007
VERSIONE A

Esercizio 1. La matrice A rappresenta un’applicazione lineare L4 :
R* — R3, dunque il vettore X € R*, mentre il termine noto b € R3.
Riducendo A a scala, si ottiene la matrice

1 -1 1 -1
S=(0 -3 2 —3],
00 00

che ha due pivot non nulli. Ricaviamo rg(A) = 2, e quindi per il teorema
della nullita pin rango dim ker(L,) = 2.

e Risolviamo il sistema

1 -1 1 -1 - 0
0 -3 2 -3 x2 =( 0
00 00 ° 0
Ty
Dalla seconda equazione ricaviamo
2
To = §$3 — L4,
che sostituita nella prima restituisce
2 -
Tl = —T3— Ty — T3+ Ty = —=T3.
1= 373 4 3 4 373
Dunque
1 1
S 378 N 01
_ §I3 — Ty . _ 3 —
ker(L ) s cx3, 14 €ER Span i | o
Ty 0 1



Per passare dalla forma parametrica alla cartesiana risolviamo il siste-
ma che ha matrice completa

;,)—1 0 T
3 —1 )
1 0 I3
0 1 Ty

Riducendo a scala otteniamo la matrice

_Tl 0 T

0 —1|2x+ 29

0 0 |32+ ’
0 0 21‘1 + To+ 14

che ammette soluzione se e solo se

3$1+5L’3:0
2I1+!E2+I4:0 '

Queste sono le equazioni cartesiane richieste.

Abbiamo gia visto che Im(L4) ha dimensione 2. Poiché i pivot si trova-
no nelle prime due colonne della matrice ridotta, una base ¢ data dalle
prime due colonne della matrice A, vale a dire

1 ~1
1,] 2
0 3

Per passare alle equazioni cartesiane risolviamo il sistema

1 -1 Tt
1 2 i) 5
0 3 xT3
che ridotto a scala diventa
1 -1 T

0 -3 1 — X9
00 T1 — Tog + T3

L’immagine ha dunque equazione cartesiana

$1—I’2+$3:0.



e Diamo al termine noto coordinate generiche b = | b |. Dobbiamo

risolvere il sistema

1 -1 1 -1 71 a
12 -1 2 =
03 -2 3 3

Ty

la cui matrice completa, ridotta a scala, &

1 -1 1 —-1]a
0 -3 2 -3|la—-"5
00 00 a—b+c

Il sistema ammette soluzione sse

b—c 1 -1
b e b :b,c € R } = Span 11, 0
c 0 1

Se b soddisfa tale proprieta, possiamo risolvere il sistema all’indietro.
Ricaviamo la soluzione

1 2
2 b—a
L3 —.T4+ =
3 3 cx3, x4 €ER p =v+ W,
T3
Ty
b+2a
b§a
dove v = 6 ;e Weilker(La).
0

v+ W & un sottospazio affine di R*.
Esercizio 3.
e Una rappresentazione parametrica per Il ¢ data da
rT=—2t+3s+1

y=t
Z=S



e Si ha

2 1

I = 1| +t| 3| :ter},
a
1 2

Iy = —1 |+t 1 . teR
—2 —2

Le due rette sono parallele se e soltanto se i due vettori direttori sono
linearmente indipendenti. Ci chiediamo dunque: esistono a € R,a e (8
non entrambi nulli t.c.

1 2 0
al 3 |+481| 1 =1 017
a —2 0
Il sistema
a+20=0
3a+ =0
ac — 203 =0

ammette la sola soluzione a = [ = a = 0, quindi possiamo dire che
per nessun valore di a l; e [y sono parallele.

Le due rette sono perpendicolari se e soltanto se lo sono i due vettori
direttori, vale a dire se e soltanto se e nullo il prodotto scalare fra di
essi. L’equazione

1 2
<! 31|, 1 >=24+3—-2a=0
a -2

ha soluzione a =
Dunque per a =

le rette [ e [, sono perpendicolari.

Mlml\’)lm

e La retta [; e parallela a II sse il suo vettore direttore e contenuto nel

-2 3
sottospazio generato dai vettori 1 e 0 |. Ci chiediamo:
0 1
esistono «, 3, a € R t.c.
1 —2 3
3 | =al 1l +81 0|7
a 0 1



1=-2a+30 a=3
Il sistema ¢ 3 =« ammette la soluzione ¢ (= g
a=p a=1
Dunque per a = % la retta [, e parallela a II.
1
1 e II sono perpendicolari se e solo se il vettore | 3 ¢ ortogonale
a
-2 3
siaa | 1 ,siaa | 0 |. Siha
0 1
1 -2
<!l 3 ], 1 >=—-24+3#0VaeR.
a 0

Dunque per nessun valore di a [; ¢ ortogonale a II.

Abbiamo gia verificato che per a = 1 le rette [; e l3 non sono paral-
lele. Per stabilire se si intersecano, dobbiamo risolvere il sistema nelle
incognite t e s

24+t=1+42s
1+3t=—-14+5s ,
t=—-2—2s.
la cui matrice completa, ridotta a scala,
1 -2|-1
05 |1
9
00 |z

Il sistema ¢ impossibile, quindi per a =1 [; e [y sono sghembe.

La distanza fra 1'origine 0 € R? e [; ¢ la distanza fra [, e la proiezione
di 0 su di essa, che indichiamo con H. Allora, indicando con # ’angolo

1 2
fravg=1[ 3 |evy=| 1 ],
1 0

| < ?Jl,’UO > |2
[[vo[% - [Jor[|?

2
d(0,H)=d(o, [ 1 |) 1—(00892—||vl||\/
0

- Jary - 23 0

1+9+1 11




