Spazi Vettoriali e applicazioni lineari

Esercizio 1. Si considerino i seguenti sottospazi di R*:
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Si trovino delle basi per U, W, UNW e U + W.

SOLUZIONE. I vettori che definiscono U sono indipendenti e quindi possono
essere presi come base di U. Lo spazio W potrebbe essere visto come uno
sottospazio di R? visto che il secondo e il terzo coefficiente sono nulli per
ognuno dei tre vettori e dunque la dimensione di W ¢ al piu 2. Una semplice
verifica mostra che il primo vettore é ottenuto come differenza del secondo e
del terzo vettore che quindi possono essere presi come base di W in quanto
linearmente indipendenti.

Dalla formula di Grassman deduciamo quindi che dimU N'W + dim(U +
V) = 2+ 2 = 4 Per trovare U N W bisogna cercare tutti i vettori che sono
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contemporaneamente nello Span di R e di ol lo e quindi risolvere il
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sistema:
A = 31+ po
/\1+)\2 =0
AM+A = 0

AL+ Ay = 21 + po

Se un vettore di U appartiene a U N W allora deve avere secondo e terzo

coefficiente uguali a zero e quindi A\ = —\s.
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0 0
1
W e dunque anche l'altra inclusione & vera e Span 8 =UnNWe
0



chiaramente ¢ una base per U N V.
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Dalla formula di Grassman deduciamo quindi che dim(U+V) =4—1 = 3.
Come base di tale spazio possiamo prendere i due vettori della base di W
e uno della base di U. Per quanto detto qui sopra infatti & chiaro che un
elemento della base di U non puo appartenere a W. |

Esercizio 2. Siano E, F,G tre K-spazi vettoriali e siano f : £ — F, g :
F — G due applicazioni lineari. Si mostri che se kerg o f = ker f allora
kergNImf = Op.

SOLUZIONE. Sia x un vettore di F'; se © € kerg N Imf allora g(x) = 0 ed
esiste y € E t.c f(y) = x.e quindi g(x) = g(f(y)) = 0. Per ipotesi allora
y € ker f: dunque = = f(y) = 0 e abbiamo quindi dimostrato I'implicazione.
Osservazione. Si noti che € sempre vera 'inclusione ker g o f O ker f. |



